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Введение 

В последнее время функционирование различных аспектов современного 

общества стало критически зависеть от сетей связи [1, 2]. С переносом 

критически важных объектов в сети связи жизненно важно обеспечить 

надежность и доступность сетей и систем передачи данных. Ряд предыдущих 

исследований [3, 4, 5, 6, 7, 8, 9] был сосредоточен на анализе надежности 

различных сложных телекоммуникационных систем. Многие эксперты в 

области стохастического моделирования информационных процессов и 

структур подчеркивают важность исследования надежности этих систем, 

поскольку качество информационно-коммуникационных услуг включает в себя 

такие важные аспекты, как доступность и сохраняемость услуг, которые 

напрямую зависят от надежности систем и сетей, реализующих возможность 

предоставления данных услуг [69]. В [70] В. А. Нетес рассматривал такую 

меру, как интервальная надежность для описания влияния надежности на 

доступность услуги и сохраняемость услуги одновременно, предложил метод 

ее расчета и использования для частного примера информационно-

коммуникационной сети. В [71] А. Н. Моисеев и др. рассматривают модель 

колл-центра в виде многолинейной системы массового обслуживания с 

пуассоновским входящим потоком и неограниченной зоной ожидания. Было 

построено приближение стационарного распределения количества вызовов в 

системе с произвольной функцией распределения времени обслуживания. 

Авторы подчеркивают, что исследование моделей с неэкспоненциальным 

временем обслуживания обеспечивает решения для широкого класса 

математических моделей, делая результаты более адекватными для реальных 

систем. 

В [10] рассмотрено создание имитационных моделей и средств для 

поддержки автоматизированного проектирования высоконадежных 

распределенных компьютерных систем. В [11] была представлена модель 

отказа линии электропередачи, которая дополнена системой динамических 
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тепловых характеристик, а также были исследованы эффекты 

неопределенности параметров модели отказа линии, влияние надежности 

системы и влияние корреляция погодных данных с показателями надежности 

энергосистемы. В [12] представлен анализ надежности парогазовой турбины.  

Благодаря стремительному распространению информационных 

технологий, вызванному лавинообразным ростом новых требовательных к 

сетевым ресурсам сервисов, мобильные пользователи ожидают гораздо более 

высокий уровень обслуживания, чем когда-либо прежде. Это создает 

беспрецедентную нагрузку на существующие и новые сетевые 

инфраструктуры [21]. Действительно, количество подключенных портативных 

устройств резко возросло за последнее десятилетие [22], и ожидается, что этот 

рост только продолжится с расширением линейки носимых устройств. 

Сегодняшний переход к технологиям мобильной связи следующего поколения 

(5G/6G) приносит с собой поразительное разнообразие интегрированных в 

информационную сеть устройств, таких как носимая электроника, очки 

дополненной и виртуальной реальности, беспилотные автомобили, и многое 

другое [23, 24]. Этот сдвиг парадигмы открывает большое разнообразие 

совершенно новых приложений и сценариев, которые требуют не только 

обычных ресурсов (например, полосы пропускания), но и накладывают другие 

новые важные ограничения, в первую очередь, по задержкам и надежности 

[25]. Последнее связано с продолжающейся эволюцией существующей сетевой 

экосистемы, поскольку в ней происходит переход от обслуживания 

преимущественно H2H-приложений (human-to-human) к разнообразным 

сервисам связи межмашинного типа (MTC - machine-type communications) [26]. 

Перспективные мобильные коммуникационные системы следующих 

поколений должны будут не только справляться с все возрастающим объемом 

пользовательского трафика и возрастающей плотностью абонентских 

устройств, но и обеспечивать обслуживание более широкого круга 

автоматизированных приложений с новыми уникальными требованиями 

относительно их надежности, скорости, доступности и эффективности 
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функционирования в новой экосистеме Интернета надежных вещей (Internet of 

Reliable Things - IoRT). Примерами областей применения этого быстро 

растущего множества приложений, требующих сверхвысокой надежности 

связи (Ultra-Reliable Communication - URC), являются интеллектуальные 

транспортные системы, системы умного дома, умного города, мониторинга 

объектов, системы безопасности на автодорогах, системы общественной 

безопасности и др. [27,28]. Сетевое оборудование должно легко 

взаимодействовать с несколькими различными программными платформами, в 

условиях постоянного обновления программного обеспечения. Кроме того, 

устройства могут подвергаться сильно меняющимся внешним воздействиям: 

резким тепловым колебаниям, жидкостям, влаге, вибрациям, ударам и т.п. 

Перечисленные особенности развития компьютерных сетей и систем передачи 

данных последующих поколений в экосистеме IoRT обуславливают 

возрастающую потребность в адекватных математических моделях и 

инструментах, позволяющих исследовать их производительность и 

надежность.  

Расчет надежности и исследование чувствительности характеристик 

надежности систем является одним из основных направлений исследований в 

области надежности информационных процессов и структур. Понятие 

«чувствительность» трактуется по-разному в разных прикладных областях, но, 

в общем, под чувствительностью понимается изменчивость выходных данных 

модели при вариации её входных параметров, в частности вида и параметров 

функций распределения случайных величин, описывающих характеристики 

объекта исследований [32].  

Отдельным направлением исследований является анализ 

чувствительности вероятностно-временных характеристик систем массового 

обслуживания (СМО). Здесь нельзя не отметить фундаментальную работу Б.А. 

Севастьянова [33], которая послужила импульсом к созданию теории 

чувствительности в области теории массового обслуживания, а также другие 

классические работы экспертов в области моделирования систем передачи 
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информации и анализа чувствительности этих моделей – И. Н. Коваленко [34], 

В. В. Калашникова [35], В. А. Ивницкого [36], В. В. Рыкова [38] и др. В серии 

работ [39, 40] А. С. Румянцева с соавторами проводился анализ 

чувствительности стационарных характеристик производительности 

многолинейных СМО к распределению времени обслуживания.  

В теории надежности впервые проблемы анализа чувствительности 

обсуждались в книге [37] для случая однородной восстанавливаемой системы 

облегчённого дублирования с помощью методов теории восстановления. Эта 

же проблема для системы с неоднородными элементами теми же методам 

обсуждалась также в [41]. В [38] для изучения сложных систем надежности 

использовался аппарат многомерных альтернирующих процессов. Была 

исследована система в случае отсутствия ограничений на количество 

ремонтных сооружений. В [74, 75, 79] другие значительные авторы 

рассмотрели исследование разных моделей надежности системы такие как 

энергосистемы, морских и наземных систем передачи данных... и т.д. В серии 

работ диссертанта [29-31] была исследована надёжность однородной системы 

холодного резервирования в случае, когда функция распределения (ФР) 

времени безотказной работы элементов системы является экспоненциальной, а 

время ремонта отказавших элементов имеет произвольное распределение. 

Также в [83, 84, 85, 86, 94] был исследован анализ надежности холодной 

резервной комплексной системы. В [42] был проведен расчет надежности 

резервированной системы с произвольным распределением времени 

восстановления. Был обобщен предыдущий результат для неоднородных 

систем, а также была решена проблема расчета функции надежности для 

особого случая модели надежности с ограниченным количеством ремонтных 

приборов.  

В [30] изучалась чувствительность характеристик надёжности системы 

передачи данных горячего резервирования к виду распределений времени 

между отказами и восстановления элементов системы. В [49, 50, 80], была 

рассмотрена более общая аналитическая модель однородной системы передачи 
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данных горячего резервирования для произвольного числа элементов системы. 

В работе [52] исследована надежность системы горячего резервирования для 

случаев независимых систем и зависимых систем с общими сбоями. В [53] был 

рассмотрен анализ надежности многоуровневой системы горячего 

резервирования. В [54] был представлен обзор основных подходов теории 

надежности и описан систематический метод анализа надежности 

резервированных систем с использованием матричных методов. Рассмотрены 

некоторые общие конфигурации системы: горячий резерв, холодный резерв, 

системы с ремонтом и без ремонта, системы с зависимыми состояниями.  

Компьютерные и коммуникационные сети постоянно развиваются 

благодаря результатам решения теоретических и практических задач, 

направленных на повышение доступности и надежности сетей и систем 

передачи данных [80, 81]. Исследователи часто сталкиваются с разработкой и 

анализом сложных резервированных систем, многие из которых представляют 

собой резервированные системы типа k-из-n. В [68] В. Ю. Иткин и др. 

продемонстрировали возможности оценки надежности структур нефтегазовой 

отрасли с помощью математических моделей k-из-n систем. На двухчастных 

примерах технических систем нефтегазовой отрасли была показана 

возможность расчета характеристик надежности соответствующих систем с 

помощью k-из-n моделей в предположении пуассоновского потока отказов и 

произвольного распределения времени ремонта. Авторами было получено 

численное решение системы уравнений в частных производных для 

нестационарного режима с помощью процедур MATLAB. В [55] было 

предложено приложение моделей k-из-n систем и нового метода оценки их 

надежности – предложено создание объектов гражданской инфраструктуры с 

использованием моделей стареющих k-из-n систем с одинаковым износом 

элементов. В [56] авторы сосредоточились на оценке надежности и пропускной 

способности многокомпонентной, взвешенной системы типа k-из-n, с 

множеством состояний. Разработан рекурсивный подход для более 

эффективной оценки надежности системы и проведено сравнение с 
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существующим подходом по различным аспектам. В [57] была исследована 

надежность систем с одновременными и последовательными отказами типа k-

из-n, подвергшихся внешним воздействиям (шокам). В [58] проведен анализ 

надежности системы типа k-из-n с отказами по общей причине для железной 

дороги, где надежность резервной системы горячего резерва с учетом отказа по 

общей причине были проанализированы и использованы для повышения 

точности оценки надежности системы. В [59] разработана оценка надежности 

восстанавливаемой системы разделения нагрузки k-из-n с моделью блок-схемы. 

Далее в [60] была применена модель системы k-из-n к исследованию 

надежности лётного модуля на базе гексакоптера привязной беспилотной 

высотной телекоммуникационной платформы. 

Сегодня методы прикладной теории вероятностей, случайных процессов, 

математической статистики, стохастического анализа, теории массового 

обслуживания способствуют решению сложнейших задач, среди которых 

можно отметить проектирование современных сетей передачи информации. 

Решение этих проблем заключается в повышении доступности и надежности 

систем передачи данных, таких как сети беспроводной связи. Современные 

беспроводные сети достигнут замечательного уровня производительности и 

эффективности в ближайшие годы благодаря развитию новых математических 

моделей [77, 78]. Одним из направлений создания сверхскоростной и надежной 

беспроводной связи в рамках развития сетей будущего поколения является 

разработка гибридных резервированных систем на основе лазерных и 

радиотехнологий, каждая из которых чувствительна к определенным 

условиям окружающей среды [76]. В [87, 88, 89, 90, 91, 92, 93, 95 ,96] 

рассмотрели несколько моделей надежности неоднородной системы. Одним из 

основных условий стабильной работы системы передачи данных является 

нечувствительность показателей надежности и эффективности системы к 

изменению исходных параметров модели. Анализ такой чувствительности, 

проведенный в рамках данного исследования, является одним из новых 

направлений исследований высоконадежных систем передачи данных нового 
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поколения и расширяет предыдущие исследования в этой области [9].  

Помимо аналитического моделирования в настоящее время 

имитационное моделирование эффективно применяется для задач 

моделирования сетевых информационных систем, разработки математических 

методов, информационных технологий, включая разработку новых моделей 

вычислений, для анализа функционирования компьютерных сетей, 

моделирования телетрафика и т.д. [17]. В [50] был представлен разработанный 

программный комплекс имитационного моделирования надежности замкнутой 

однородной системы холодного резервирования с произвольным числом 

источников данных и ограниченными ресурсами для их обработки; и 

имитационная модель расчета стационарных вероятностей и оценки 

надежности резервированной системы с произвольными распределениями 

времени безотказной работы и ремонта её элементов. В [63-67] также были 

рассмотрены различные подходы к моделированию и анализу надежности 

сложных систем. 
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Глава 1. Анализ надежности резервированной системы 

с помощью метода введения дополнительной переменной 

В качестве математической модели системы, состоящей из n однотипных 

каналов передачи данных с одним ремонтным устройством, рассмотрена 

модель замкнутой восстанавливаемой резервированной однородной системы с 

экспоненциальным законом распределения времени безотказной работы её 

элементов и произвольным законом распределения времени их ремонта. 

Анализ надежности системы проведен для всех основных типов 

резервирования – нагруженного резервирования, резервирования замещением 

и смешанного резервирования, которые для простоты будем обозначать как 

горячее, холодное и облегчённое резервирование, соответственно. 

Рассматриваемую систему обозначим в соответствии с обобщенной 

символикой Башарина-Кендалла [21] как модель / /1nM GI    , где угловые 

скобки означают, что это замкнутая система обслуживания с ограниченным 

числом источников заявок [22], а символы 𝑀𝑛 и 𝐺𝐼 (General Independent) на 

первом и втором местах означают показательное распределение времени 

безотказной работы элементов системы и произвольное распределение времени 

их ремонта, соответственно. Единственное ремонтное устройство 

восстанавливает отказавшие элементы по одному с приоритетом по порядку 

отказа, то есть резервные отказавшие элементы ждут своей очереди на ремонт 

до завершения ремонта основного элемента. 

1.1. Моделирование однородной системы облегчённого резервирования 

Рассмотрим систему облегчённого резервирования, то есть систему, в 

которой резервные элементы находятся в менее нагруженном режиме, чем 

основной элемент. 

Для описания функционирования системы введем случайный процесс 

𝑣(𝑡) – число отказавших элементов системы в момент времени 𝑡, заданный на 

множестве состояний  0,E n . Однако в силу того, что время ремонта 
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отказавших элементов системы отлично от экспоненциального, данная система 

является немарковской. Для описания поведения системы с помощью 

Марковского процесса (МП) [71] и для вычисления её характеристик 

надежности используем один из методов марковизации – метод введения 

дополнительных переменных [72] и воспользуемся расширенным 

пространством состояний E R   . В качестве дополнительной переменной 

введем  x t R – время, затраченное в момент 𝑡 на ремонт отказавшего 

элемента. В результате получим двумерный случайный процесс [11]     ,v t x t , 

с пространством состояний         0 , 1, , 2, , , ,x x n x   .  

Обозначим через  0p t   вероятность того, что в момент времени 𝑡 система 

находится в состоянии 0i  , и через  ,ip t x  плотность распределения (ПР) 

вероятностей (по непрерывной компоненте) того, что в момент времени t   

система находится в состоянии 1,i n , и время, затраченное на ремонт 

отказавшего элемента, находится в интервале  ,x x dx , 

    0 0p t p v t 
, 

      , , , 1,ip t x dx p v t i x x t x dx i n     
. 

0

1, 0
0

 x
1, x 2, x n-1, x n, x

2, 0 n-2, 0 n-1, 0


x


x



x


x



. . .1 2 2n  1n 

 

 1 ; 0, 1; 0i n i i n           
 

Рисунок. 1.1. Граф интенсивности переходов для однородной системы 

облегченного резервирования. 

Рассмотрим вероятности некоторых вспомогательных событий, которые 

будут использоваться в дальнейших расчетах.  
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Первое событие: начиная с рассматриваемого момента времени, за время 

  элемент сломается, при условии, что он отработал x  единиц времени. 

 
 

 

   

 

 

 
 

1 1

i

i

x
i i

x

p x A x A x A x a x e
p x A x A x o

p A x p A x A x e












        
            

   
 

Второе событие: начиная с рассматриваемого момента времени, за время  

  элемент будет отремонтирован, при условии, что он находился в ремонте x   

единиц времени. 

𝑝{𝑥 ≤ 𝐵 ≤ 𝑥 + 𝛥|𝐵 ≥ 𝑥} =
𝑝{𝑥 ≤ 𝐵 ≤ 𝑥 + 𝛥}

𝑝{𝐵 ≥ 𝑥}
=
𝐵(𝑥 + 𝛥) − 𝐵(𝑥)

1 − 𝑝{𝐵 < 𝑥}
=

𝑏(𝑥)𝛥

1 − 𝐵(𝑥)

= 𝛽(𝑥)𝛥 + 𝑜(𝛥) 

Здесь и далее введено следующее обозначение: 

 
 

 1

b x
x

B x
 


 – условная ПР остаточной длительности ремонта элемента, 

Теорема 1. Стационарные вероятности состояния восстанавливаемой 

системы облегчённого резервирования имеет вид: 
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Доказательство. С помощью формулы полной вероятности перейдем к 

выводу системы уравнений Колмогорова, позволяющей найти стационарные 
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вероятности состояний рассматриваемой системы.  

Рассмотрим случай, когда система находится в состоянии (0): 

    

       

0

0 0 1

0

0

1 ,

t

p t p v t

p t p t x x dx 

   

    
 

Рассмотрим случай, когда система находится в состоянии (1): 

      

      

1

1 1

, 1,

1 1 ,

p t x dx p v t x x t x dx

x p t x dx 

                

    
 

Рассмотрим случай, когда система находится в состоянии 2, 1i n  : 

      

        1 1

, ,

1 1 , ,

i

i i i i

p t x dx p v t i x x t x dx

x p t x dx p t x dx    

                

      
 

Далее, случай, когда система находится в состоянии n: 

      

      1 1

, ,

1 , ,

n

n n n

p t x dx p v t n x x t x dx

x p t x dx p t x dx   

                

    
 

Таким образом, получим следующие уравнения: 

         0 0 0 1

0

1 ,

t

p t p t p t x x dx       
      (1) 

        1 1 1, 1 1 ,p t x x p t x       
             (2) 

          1 1, 1 1 , ,i i i i ip t x x p t x p t x            
     (3) 

        1 1, 1 , ,n n n np t x x p t x p t x         
     (4) 

И соответствующие граничные условия: 

      , , ; 1, 1ip t dx p v t i x t dx i n            
    

       1 0 0 2

0

, ,

t

p t p t p t x x dx         
      (5) 
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     1

0

, , ; 2, 1

t

i ip t p t x x dx i n        
      (6) 

Ниже приводятся пояснения к выводу каждого уравнения. 

Уравнение 1: Вероятность того, что в момент времени t   система будет 

в нулевом (0) состоянии (все элементы работоспособны), есть вероятность того, 

что в момент времени t  она также находилась в этом состоянии, и за время    

ни один элемент не отказал, или вероятность множества таких событий: в 

момент времени 𝑡 система находилась в состоянии (1) со временем, 

затраченным к моменту  t  на ремонт отказавшего элемента, равным от 0 до t  , 

и за время    элемент будет отремонтирован. 

Уравнение 2: Вероятность того, что в момент времени t   система будет 

находиться в состоянии (1) со временем, затраченным в момент t  на ремонт 

отказавшего элемента, равна x , есть вероятность того, что в момент времени  

t  система также находилась в состоянии (1) со временем, затраченным в момент 

t  на ремонт отказавшего элемента, равным  x , и за время    отказавший 

элемент не восстановится, а работающий элемент не сломается. 

Уравнение 3: Вероятность того, что в момент времени t   система будет 

находиться в состоянии  i  со временем, затраченным в момент t  на ремонт 

отказавшего элемента, равным x , есть вероятность того, что в момент 

времени t  система также находилась в состоянии  i  со временем, затраченным 

в момент t  на ремонт отказавшего элемента, равным x , и за время   

отказавший прибор не восстановится, а работающий прибор не сломается; или 

вероятность множества таких событий: в момент времени t  система находилась 

в состоянии  1i   со временем, затраченным в момент t  на ремонт отказавшего 

элемента, равным x , и за время   работающий элемент сломается. 

Уравнение 4: вероятность того, что в момент времени t   система будет 

находиться в состоянии  n  со временем, затраченным в момент t  на ремонт 

отказавшего элемента,  равным x , есть вероятность того, что в момент 
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времени t  система также находилась в состоянии  n  со временем, затраченным 

в момент t  на ремонт отказавшего элемента, равным x , и за время   прибор не 

восстановится, или вероятность того, что в момент времени t  система 

находилась в состоянии  1n  со временем, затраченным в момент t  на ремонт 

отказавшего элемента x   , и за время    элемент выйдет из строя.  

Уравнение 5: (граничное условие): вероятность того, что в момент 

времени  t   система находится в состоянии(1), а время, затраченное в момент 

t  на ремонт  отказавшего элемента, равно   , есть вероятность того, что в 

момент времени t  система находится в нулевом (0) состоянии, и за время    

основной прибор выйдет из строя, или множество таких вероятностей, что в 

момент времени t  система находилась в состоянии (2) со временем, 

затраченным в момент 𝑡  на ремонт отказавшего элемента, от 0 до t , и за время 

  он будет отремонтирован. 

Уравнение 6: (граничное условие): вероятность того, что в момент 

времени t   система находится в состоянии   i , а время, затраченное в момент  

t  на ремонт отказавшего элемента, равно   , есть вероятность множества таких 

событий: в момент времени t  система находилась в состоянии  1i   со 

временем, затраченным в момент t  на ремонт отказавшего элемента, от 0 до t  , 

и за время   элемент будет отремонтирован. 

Преобразуем эти уравнения: 

Из (1)  

         0 0 0 1

0

1 ,

t

p t p t p t x x dx       
 

         0 0 0 0 1

0

,

t

p t p t p t p t x x dx       
 

         0 0 0 0 1

0

,

t

p t p t p t p t x x dx        
 

https://izd-mn.com/


Исследование надёжности замкнутой резервированной системы обслуживания 
Г.Ж.К. Уанкпо 
Д.В. Козырев 

 

 

https://izd-mn.com/ 18 

 

   
     0 0

0 0 1

0

,

tp t p t
p t p t x x dx 

  
  

 
 

Из (2)  

        1 1 1, 1 1 ,p t x x p t x       
 

      1 1 1, , 1p t x p t x x      
 

        1 1 1 1, , ,p t x p t x p t x x      
 

            1 1 1 1 1 1, , , , ,p t x p t x p t x p t x p t x x           

       
    1 1 1 1

1 1

, , , ,
,

p t x p t x p t x p t x
p t x x 

         
   

   

Из (3), при  2, 1i n   

          1 1, 1 1 , ,i i i i ip t x x p t x p t x            
 

        1 1, , 1 ,i i i i ip t x p t x x p t x           
 

          1 1, , , ,i i i i i ip t x p t x p t x x p t x          
 

              1 1, , , , , ,i i i i i i i ip t x p t x p t x p t x p t x x p t x               
 

       
      1 1

, , , ,
, ,

i i i i

i i i i

p t x p t x p t x p t x
p t x x p t x    

         
    

   

Из (4)  

        1 1, 1 , ,n n n np t x x p t x p t x         
 

         1 1, , , ,n n n n np t x p t x p t x x p t x        
 

             1 1, , , , , ,n n n n n n np t x p t x p t x p t x p t x x p t x             
 

       
     1 1

, , , ,
, ,

n n n n

n n n

p t x p t x p t x p t x
p t x x p t x   

         
   

   

С предельным переходом при 0 , перейдем к выводу системы 

дифференциальных уравнений Колмогорова, позволяющей найти вероятности 

состояний рассматриваемой системы [22]:     
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 
     0

0 0 1

0

,

tdp t
p t p t x x dx

dt
    

       (7) 

   
    1 1

1 1

, ,
,

p t x p t x
p t x x

t x
 

 
   

         (8) 

   
      1 1

, ,
, ,

i i

i i i i

p t x p t x
p t x x p t x

t x
    

 
    

       (9) 

   
     1 1

, ,
, ,

n n

n n n

p t x p t x
p t x x p t x

t x
   

 
   

       (10) 

Из (5) и (6), граничные условия примут вид: 

       1 0 0 2

0

,0 ,

t

p t p t p t x x dx   
       (11)

     1

0

,0 , ; 2, 1

t

i ip t p t x x dx i n  
       (12) 

Предположим, что описанный процесс имеет стационарное 

распределение вероятностей при t  . Тогда преобразованные уравнения 

примут следующий вид: 

   0 0 1

0

p p x x dx 


 
         (13) 

 
    1

1 1

dp x
p x x

dx
   

        (14) 

 
      1 1 ; 2, 1

i

i i i i

dp x
p x x p x i n

dx
         

     (15) 

 
     1 1

n

n n n

dp x
p x x p x

dx
     

       (16) 

Граничные условия примут вид:     

     1 0 0 2

0

0p p p x x dx 


  
        (17)  
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     1

0

0 ; 2, 1i ip p x x dx i n


  
       (18) 

Приступим к решению этой системы, используя метод вариации 

постоянной [23]. Рассмотрим уравнение (14) системы: 

 
    1

1 1

dp x
p x x

dx
   

 

 

 
  1

1

1

dp x
x dx

p x
   

 

     1 1 1ln ln 1p x x B x C    
 

         1

1 1ln ln ln 1 ln
x

p x e B x C


   
 

    1

1 1 1
x

p x C e B x


 
         (19) 

Далее, подставим полученный результат  1p x  в уравнение (13) системы 

   0 0 1

0

p p x x dx 


 
 

  
 

  
1

0 0 1

0

1
1

x b x
p C e B x dx

B x





 


 

 1

0 0 1

0

x
p C e b x dx





 

 

 1

0 1

0

b
p C






%

          (20) 

 

Из (15): 

 
      1 1 ; 2, 1

i

i i i i

dp x
p x x p x i n

dx
         

 

 
         1

1 1 ; 2, 1i xi

i i i

dp x
p x x Q x e B x i n

dx

  

      
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Решим соответствующее однородное уравнение 

 
    ; 2, 1

i

i i

dp x
p x x i n

dx
     

 

 

 
   ; 2, 1

i

i

i

dp x
x dx i n

p x
     

 

    1 ; 2, 1ix

i ip x C e B x i n


   
 

Пусть  i iC C x   

                 1
'

1 11 1 1i i ix x x

i i i i iC x e B x C x e B x x Q x e B x
       

 
          

         1'

1 11 1i ix x

i i iC x e B x Q x e B x
   

   
 

       
1

1'

1 1 1 1

i

i i

i

x
x

i i i i ix

e
C x Q x Q x e

e


 


 






 

   
 

 

     1

1 1
i i x

i i i iC x C Q x e dx
 

  

     

      1 ; 2, 1ix

i ip x Q x e B x i n


   
,       (21) 

где  

     
11

1 1

1 j i

ii
i j xk

i i j

j k j j k

Q x C C e
 

 


  

  

 
      

 
 

Далее рассмотрим (16): 

 
     1 1

n

n n n

dp x
p x x p x

dx
     

 

 
        1

1 1 1n xn

n n n

dp x
p x x Q x e B x

dx

  

    
 

Решим соответствующее однородное уравнение 

 
   n

n

dp x
p x x

dx
 

 

 

 
 n

n

dp x
x dx

p x
 
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 

 

 

 1

n

n

dp x b x
dx

p x B x
 


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 
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%
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 (26) 

где 
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    
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  
   
               

  

 

%% % %

%%

 

и b – математическое ожидание с.в. времени ремонта отказавшего 

элемента. 

2 1 1; 2n    
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                    

  % %

 

     
 

11
1

1

1 11 1 1

1
1 1 ; 2, 2; 3

i ii i
i j i jk k

i i j j j

j jk j k jj k j k i

b i n n
b

 


    


  



    

    
                        

   %
%

 

Замечание: при вычислении стационарных вероятностей состояний 

системы ; 0,ip i n  и вероятности отказа системы 𝑝𝑛 выбранные данные должны 

удовлетворять следующему условию: 
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 
 

 22
1 1

1

11 1
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1

nn
n j jn k
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j k jn j k j
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b

 
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
 



  

 
       

 
%%

. 

1.2. Асимптотические выражения для вероятностей состояний системы  

/ /1nM GI   при редких отказах 

Рассмотрим поведение системы / /1nM GI   при редких отказах её 

элементов и выведем асимптотические выражения для вероятностей состояний 

системы.  

Пусть    
0

i x

ib e b x dx





  %  преобразование Лапласа (ПЛ) плотности 

распределения случайной величины времени восстановления отказавшего 

элемента.   

Рассмотрим случай редких отказов, т. е. когда    0iMax   . 

Используя метод разложения в ряд Тейлора, получим следующее 

выражение: 
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 
        


  

%
%

 

Здесь  
0

k kE B x b x dx



         моменты k-ого порядка с.в. времени 

восстановления отказавшего элемента, np – значение порядка разложения. 

В итоге получаем следующие аналитические асимптотические 

выражения для стационарных вероятностей состояний восстанавливаемой 

системы  / /1nM GI   при редких отказах в следующем виде: 
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1.3. Моделирование однородной системы холодного резервирования 

Рассмотрим однородную систему холодного резервирования, то есть 

систему, в которой функции основного элемента передаются резервному 

элементу только после отказа основного. 

0

1, 0

 x
1, x 2, x n-1, x n, x

2, 0 n-2, 0 n-1, 0


x


x



x


x



. . .



  

 

Рисунок. 1.2. Граф интенсивности переходов для однородной системы 

холодного резервирования. 

Рассмотрим следующие состояния исследуемой системы:  

Состояние 0: один (основной) элемент работает,  1n  – в холодном 

резерве;  

Состояние 1: один элемент отказал и находится в ремонте, один – 

работает,  2n  – в холодном резерве;  
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Состояние i : i  элементов отказали, один работает, один находится в 

ремонте,  1i   ждут своей очереди на ремонт,  1n i   – в холодном резерве, 

2, 1i n   . 

Состояние n : все элементы отказали, один находится в ремонте, 

остальные  1n  ждут своей очереди на ремонт. 

Теорема 2. Стационарные вероятности состояний однородной 

восстанавливаемой системы холодного резервирования имеют вид: 
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1 1
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
  


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

 

 
       


 

Доказательство теоремы 2. Аналогично из (1) – (12), получаем 

следующие уравнения баланса: 

   0 1

0

p p x x dx 


 
         (19) 

 
    1

1

dp x
p x x

dx
   

         (20) 

 
      1 ; 2, 1

i

i i

dp x
p x x p x i n

dx
        

      (21) 

 
     1

n

n n

dp x
p x x p x

dx
    

        (22) 
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с граничными условиями:     

     1 0 2

0

0p p p x x dx 


  
        (23)  

     1

0

0 ; 2, 1i ip p x x dx i n


  
       (24) 

Перейдем к решению полученной системы дифференциальных 

уравнений методом вариации постоянной.  

Рассмотрим уравнение (19): 

 
    1

1

dp x
p x x

dx
   

 

 

 
  1

1

dp x
x dx

p x
   

 

     1 1ln ln 1p x x B x C    
 

         1 1ln ln ln 1 lnxp x e B x C   
 

    1 1 1xp x C e B x 
         (25) 

Далее, подставим полученный результат для   1p x  в уравнение (18) 

системы 
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           (26) 
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Из (20): 

 
      1 ; 2, 1

i

i i

dp x
p x x p x i n

dx
        

 

 
         1 1 ; 2, 1

i x

i i

dp x
p x x Q x e B x i n

dx

  

      
 

Решим соответствующее однородное уравнение 

 
    ; 2, 1

i

i

dp x
p x x i n

dx
     

 

 

 
   ; 2, 1

i
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dp x
x dx i n
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     

 

    1 ; 2, 1x

i ip x C e B x i n   
 

Пусть  i iC C x   

                 
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11 1 1x x x

i i iC x e B x C x e B x x Q x e B x      
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          

         '

11 1x x

i iC x e B x Q x e B x  

  
 

   '

1i iC x Q x 
 

   1i i iC x C Q x dx     

       1 1 ; 2, 1x

i i ip x C Q x dx e B x i n 

            

      1 ; 2, 1x

i ip x Q x e B x i n   
,        (27) 

где  

 
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i j
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i j

j

x
Q x C i n
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
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


 

Далее рассмотрим (21): 

 
     1

n

n n

dp x
p x x p x

dx
    
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 
        1 1

n x

n n

dp x
p x x Q x e B x

dx

  

   
 

Решим соответствующее однородное уравнение 

 
   n
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dp x
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dx
 

 

 

 
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dp x
x dx
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 

 

 

 1

n

n

dp x b x
dx

p x B x
 


 

     ln ln 1n np x B x C  
 

    1n np x C B x 
 

Пусть  n nC C x  

                
'

11 1 1x

n n nC x B x C x B x x Q x e B x  


         

         '

11 1x

n nC x B x Q x e B x 

  
 

   '

1

x

n nC x Q x e  


 

   1

x

n n nC x C Q x e dx 

    

       1 1x

n n np x C Q x e dx B x 

    

 
 

 
  

1
1

1

1
1 !

n j
n

x

n n j

j

x
p x C C e dx B x

n j




 






  
    

   
  


 
 

    
11

1

1

1
1 !

n jn
n j x

n n j

j

p x C C x e dx B x
n j




 
  



 
      

 
  

Рассмотрим интеграл   1n j xx e dx  

 : 

 
     1 ,

n jn j xx e dx e n j x 
        , 

где гамма-функция     
 

 
1

0

, 1 ! ; 1 0
!

kn j
x

k

x
n j x n j e n j

k

 


 




        . 
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Следовательно, 

 

      
1

1

1
n

x

n n j

j

p x C e Q x B x






 
   
 


         (28) 

Для нахождения константы , 1,iC i n  рассмотрим уравнения (23) и (24) 

системы дифференциальных уравнений (граничные условия): 

При 2n  , из (23): 

     1 1 0

0

0n n np C p p x x dx 


    
 

 

      
 

 

1

1 1

10

1
1

n
x

n n n j

j

b x
C C b C e Q x B x dx

B x


 



 



 
    

 
%

 

 

     
1

1 1

10

n
x

n n n j

j

C C b C e Q x b x dx
 



 



 
   

 
%

 

 

     
1

1 1

10

n
x

n n n j

j

C C b C Q x e b x dx
 



 



   %

 

 

 
 

 
 

1

1 1

1 10
!

j kjn
x

n n n k

j k

x
C C b C C e b x dx

j k




 


 

 

  


%

 

 

 
 

 
1

1 1

1 1 0
!

j kjn
j k x

n n n k

j k

C C b C C x e b x dx
j k





 

 

 

  


 %

 

 

  
 

1

1

1 1

1
!

j kjn

n n k j k

j k

C C b C
j k


 



 

 

  


%

 

При 2n  , из (23): 

     1 1 0 2

0

0p C p p x x dx 


   
 

 

      
 

  1 1 2

0

1
1

x
b x

C C b Q x e B x dx
B x




  
%

 

 

 
 

 
 

2
2

1 1

10
2 !

j

x

j

j

x
C C b C e b x dx

j










 


%
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     1 1 2 1

0

xC C b C C x e b x dx 


  %

 

 

     1 1 2 1

0

xC C b C b C xe b x dx  


   % %

 

 
   1 1 2 1 1C C b C b C    % %

 

 

   
 

2 1 1 1 2

1
1C C b C

b
 


    %

%
 

Из (24): 

     1 1

0

0n n np С p x x dx


   
 

    
 

  

1

1

10

1
1

n
x

n n j

j

b x
С C e Q x B x dx

B x


 







 
   

 


 

     
1

1

10 0

n
x

n n j

j

С C b x dx Q x e b x dx

  






   
 

   
1

1

1 0

n
x

n n j

j

С C Q x e b x dx








 
 

 

1

1

1 1 !

j kjn

n n k j k

j k

С C C
j k






 

 

 



 

При 3n  , из (24): 

     1

0

0 ; 2, 2i ip p x x dx i n


  
 

    
 

  1

0

1 ; 2, 2
1

x

i i

b x
C Q x e B x dx i n

B x






   


 

   1

0

; 2, 2x

i iC Q x e b x dx i n





  
 

 

 
 

1
1

10

; 2, 2
1 !

i j
i

x

i j

j

x
C C e b x dx i n

i j


  





  
 


 

 
 

11
1

1 0

; 2, 2
1 !

i ji
i j x

i j

j

C C x e b x dx i n
i j


 

  



  
 

 
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 

11

1

1

; 2, 2
1 !

i ji

i j i j

j

C C i n
i j




 

 



  
 


 

 

 
 

1

1 1

1

; 2, 2
1 !

i ji

i i j i j

j

C C b C i n
i j


 

 

  



   
 

%

 

 
   

1

1 1

1

1
; 2, 2

1 !

i ji

i i j i j

j

C C C i n
i j b






 

  



 
       

 %
 

Запишем iC  через  1C  

  
 

1

1 1

1 1

1
!

j kjn

n n k j k

j k

C C b
j k


 



 

 

 
       

%  , при  2n   

   
 

2 1 1 1 2

1
1C C b C

b
 


    %

%
 , при  2n   

 

1

1 1

1 1 !

j kjn

n n k j k

j k

С C
j k






 

 

 
      

  , при  2n   

   

1

1 1 1

1

1
; 2, 2

1 !

i ji

i i j i j

j

C C i n
i j b






 

  



 
         

 %
 , при  3n   

В результате получаем: 

 

 
0 1

b
p C






%

 

    1 1 1xp x C e B x 
 

      1 ; 1, 1x

i ip x Q x e B x i n   
 

      
1

1

1
n

x

n n j

j

p x C e Q x B x






 
   
 


 

Нахождение вероятностей макро-состояний: 

 

    
 

1 1 1 1

0 0

1
1x

b
p p x dx C e B x dx C 



 




    
%

 

      
0 0

1 ; 1, 1x

i i ip p x dx Q x e B x dx i n

 

     
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 

 
  1

10

1 ; 1, 1
!

i j
i

x

i j

j

x
p C e B x dx i n

i j








    



 

 
1

1

; 1, 1
!

i ji

i j i j

j

p C i n
i j

 





 
       


 

      
1

10 0

1
n

x

n n n j

j

p p x dx C e Q x B x dx
  





 
    

 
 

 

       
1

10 0

1 1
n

x

n n j

j

p C B x dx Q x e B x dx
  





 
    

 
 

 

    
1

1 0

1
n

x

n n j

j

p C b Q x e B x dx






  
 

 

1

1 1 !

j kjn

n n k j k

j k

p C b C
j k

 



 

  



 

 

1

1

1 1 !

j kjn

n n k j k

j k

p C b
j k

 



 

 
       


 

В итоге получаем: 

 
0 1

b
p C






%

           (29) 

 
1

1

; 1, 1
!

i ji

i j i j

j

p C i n
i j

 





 
       


       (30)

 

1

1

1 1 !

j kjn

n n k j k

j k

p C b
j k

 



 

 
       


       (31) 

или 

 

1
1 1

1

1 1 !

j kjn

n n k j k

j k

p C
j k


  


 



 

 
       


,      (32) 
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где 

 
 

   

1
1 1

1

1 1 1 1! !

i j j kjn i n

j i j n k j k

i j j k

b
C b

i j j k

  




  

 

   

 
           

 
%

 и b- математическое 

ожидание с.в. времени ремонта отказавшего элемента. 

Здесь использованы следующие обозначения:  

1 1    и    
 

1

1

1 1

1
!

j kjn

n n k j k

j k

b
j k


 



 

 

     


% , при  2n   

  
 

2 1

1
1 b

b
 


   %

%
 , при 2n   

 

1

1

1 1 !

j kjn

n n k j k

j k j k






 

 

    


  , при  2n   

   

1

1 1 1

1

1
; 2, 2

1 !

i ji

i i j i j

j

i n
i j b






 

  



 
          

 %
 , при  3n   

 
0

; 0,i x

i x e b x dx i n


 
 

  
0

1 ; 0,i x

i x e B x dx i n



   
       ∎ 

Замечание: при вычислении стационарных вероятностей состояний 

системы 𝑝𝑖; 𝑖 = 0, 𝑛, и вероятности отказа 𝑝𝑛, выбранные данные должны 

удовлетворять следующему условию: 

 

1

1 1 !

j kjn

n k j k

j k

b
j k

 



 

   



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1.4. Моделирование однородной системы горячего 

резервирования типа k-из-n  

В данном подразделе рассмотрена однородная система горячего 

резервирования типа k-из-n, то есть система, которая состоит из n одинаковых 

элементов, а для её работоспособности достаточно работы k элементов. В этой 

системе резервные элементы участвуют в функционировании системы наравне 

с основным.  

0

1, 0

 x
1, x 2, x k-1, x k, x

2, 0 k-2, 0 k-1, 0


x


x



x


x



. . .1

0

2 2k  1k 

 

Рисунок. 1.3. Граф интенсивности переходов однородной системы 

горячего резервирования типа k-из-n. 

Для исследования системы вводятся следующие предположения:  

Предположение 1: первоначально резервные элементы участвуют в 

функционировании системы наравне с основным;  

Предположение 2: отказавшие элементы поступают в ремонт по одному.  

Рассмотрим следующие состояния исследуемой системы:  

Состояние 0: все элементы работают;  

Состояние 1: один элемент отказал и находится в ремонте,  1k   

элементов работают;  

Состояние i : i  элементов отказали, один находится в ремонте,  1i   ждут 

своей очереди на ремонт,  k i  работают, 2, 1i k  .    

Состояние k : все элементы отказали, один находится в ремонте, 

остальные  1k   ждут своей очереди на ремонт. 
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Аналогично, как в подразделе 1.1, получаем следующие стационарные 

вероятности состояний: 

 1

0 1

0

b
p C






%

          (33) 

 1

1 1

1

1 b
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

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          (34) 
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где 
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и b – математическое ожидание с.в. времени ремонта отказавшего элемента. 

Здесь для удобства использованы следующие обозначения:  
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            ∎ 

1.5. Моделирование неоднородной дублированной системы холодного 

резервирования 

В данном подразделе рассмотрим обобщение модели системы, 

рассмотренной в подразделе 1.3., на случай, когда элементы системы не 

являются идентичными. Рассмотрим математическую модель 

восстанавливаемой замкнутой неоднородной системы холодного 

дублирования с одним ремонтным устройством, с двумя разнородными 

источниками данных с экспоненциальной функцией распределения времени 

безотказной работы и произвольной функцией распределения времени ремонта 

её элементов. Кроме того, система удовлетворяет следующим 

предположениям: 

Предположение 1: первоначально в системе работает только один 

элемент (основный) с приоритетом обслуживания и восстановления.   

Предположение 2: при работе основного элемента, второй элемент 

находится в холодном резерве. 

Предположение 3: резервный элемент участвует в функционировании 

системы только после отказа основного. 

Мы можем выделить следующие состояния системы: 

Состояние  0*,0 : основный  0*  элемент работает с приоритетом 

обслуживания, второй - в холодном резерве; 

Состояние  1*,0 : основный элемент отказал и находится в ремонте, 

второй – работает; 

Состояние  1*,1 : оба элемента отказали, основный элемент находится в 

ремонте с приоритетом восстановления, второй ждёт своей очереди на ремонт;  
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Состояние  0*,1 : основный элемент работает, второй находится в 

ремонте. 

(0*,0) (1*,0,x)

(1*,0,0)

(1*,1,0)

(1*,1,x)

(0*,1,0)

(0*,1,x)

1


2

1

 x

 x

 x

 

Рисунок. 1.4. Граф интенсивности переходов неоднородной системы 

холодного резервирования. 

Приоритет обслуживания основного элемента означает следующее: 

после ремонта основного элемента, он сразу возобновляет свою работу, а 

резервный элемент потеряет свое время обслуживания (например, переход 

(1 ∗ ,0, 𝑥) → (0 ∗ ,0) на графе переходов). 

Приоритет восстановления основного элемента означает следующее: 

после отказа основного элемента, он сразу идет на ремонт, а резервный элемент 

потеряет свое время восстановления (например, переход (0 ∗ ,1, 𝑥) → (1 ∗ ,1,0) на 

графе переходов). 

Для нахождения явных аналитических выражений для стационарного 

распределения вероятностей состояний системы, рассмотрим случайный 

процесс  v t  – число отказавших элементов системы в момент времени t , и 

множество состояний системы         0*,0 0, 1*,0 1, 0*,1 1, 1*,1 2      . Для 

марковизации этого процесса, то есть для описания поведения системы с 

помощью Марковского процесса (МП) [70], введём дополнительную 

переменную  x t R   время, затраченное в момент t  на ремонт отказавшего 

элемента, и воспользуемся расширенным пространством состояний E R   . В 

результате получим двумерный процесс [11]     ,v t x t  с расширенным 
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пространством состояний         0*,0 , 1*,0, , 0*,1, , 1*,1,E x x x .    

Обозначим через  0*,0p t  вероятность того, что в момент времени t  си-

стема находится в состоянии  0*,0i  , и через  *, ,i jp t x   ПР (по непрерывной 

компоненте) вероятностей того, что в момент времени t  система находится в 

состоянии  0,1; 0,1i j  , и время, затраченное на ремонт отказавшего элемента, 

находится в интервале  ,x x dx , 

    0*,0 0p t p v t   , 

      *, , 1, , 0,1, 0,1, .i jp t x dx p v t x x t x dx i j i j       

      1*,1 , 2, .p t x dx p v t x x t x dx    
 

Теорема 3. Стационарные вероятности состояний неоднородной 

дублированной системы холодного резервирования имеют вид: 
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1 ,1 1 ,0
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  


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 
 

% % %

%

 

Доказательство теоремы 3.  

С помощью формулы полной вероятности получаем 

             * * * *10 ,0 0 ,0 1 ,0 0 ,1

0 0

1 , ,

t t

p t p t p t x x dx p t x x dx           
  (37) 

        * *21 ,0 1 ,0
, 1 1 ,p t x dx x p t x dx       

             (38) 

        * * *21 ,1 1 ,1 1 ,0
, 1 , ,p t x dx x p t x dx p t x dx       

    (39) 
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        * *10 ,1 0 ,1
, 1 1 ,p t x dx x p t x dx       

     (40) 

Граничные условия: 

   * * 11 ,0 0 ,0
,p t p t     

        (41) 

     * *0 ,1 1 ,1

0

, ,

t

p t p t x x dx      
       (42) 

   * * 11 ,1 0 ,1

0

, ,

t

p t p t x dx      
       (43) 

Ниже приводятся пояснения к выводу каждого уравнения. 

Уравнение 37: вероятность того, что в момент времени t   система будет 

в нулевом  *0 ,0  состоянии (оба элементы работоспособны), есть вероятность 

того, что в момент времени t  она также находилась в этом состоянии, и за время 

  основной элемент не отказал, или вероятность множества таких событий: в 

момент времени 𝑡 система находилась в состоянии  *1 ,0  или  *0 ,1  со временем, 

затраченным в момент t  на ремонт отказавшего элемента, равным x ,  от 0  до t , 

и за время   элемент будет отремонтирован. 

Уравнение 38: вероятность того, что в момент времени t   система будет 

находиться в состоянии  *1 ,0  со временем, затраченным в момент t  на ремонт 

отказавшего элемента, равным x , есть вероятность того, что в момент 

времени t  система также находилась в этом состоянии,  со временем, 

затраченным в момент t  на ремонт отказавшего элемента, равным x , и за время 

  отказавший элемент не восстановится, а работающий элемент не сломается. 

Уравнение 39: вероятность того, что в момент времени t   система будет 

находиться в состоянии  *1 ,1  со временем, затраченным в момент t  на ремонт 

отказавшего элемента, равным x , есть вероятность того, что в момент 

времени t  система также находилась в этом состоянии со временем, 

затраченным в момент t  на ремонт отказавшего элемента, равным x , и за время 
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  отказавший элемент не восстановится, а работающий элемент не сломается; 

или вероятность множества таких событий: в момент времени t  система 

находилась в состоянии  *1 ,0  со временем, затраченным в момент t  на ремонт 

отказавшего элемента, равным x , и за время   работающий элемент сломается. 

Уравнение 40: вероятность того, что в момент времени t   система будет 

находиться в состоянии  *0 ,1  со временем, затраченным в момент t  на ремонт 

отказавшего элемента,  равным x , есть вероятность того, что в момент 

времени t  система также находилась в этом состоянии со временем, 

затраченным в момент t  на ремонт отказавшего элемента, равным x , и за время 

  отказавший элемент не восстановится, а работающий элемент не сломается.

 Уравнение 41: (граничное условие): вероятность того, что в момент 

времени t   система находится в состоянии  *1 ,0 , а время, затраченное в 

момент t  на ремонт отказавшего элемента, равно   , есть вероятность того, что 

в момент времени t  система находится в нулевом  *0 ,0  состоянии, и за время 

  основной элемент выйдет из строя. 

Уравнение 42: (граничное условие): вероятность того, что в момент 

времени t   система находится в состоянии  *0 ,1 , а время, затраченное в 

момент t  на ремонт отказавшего элемента, равно  , есть вероятность 

множества таких событий: в момент времени t   система находилась в состоянии 

 *1 ,1  со временем, затраченным в момент t  на ремонт отказавшего элемента, 

равным x ,  от 0 до t , и за время   элемент будет отремонтирован. 

Уравнение 43: (граничное условие): вероятность того, что в момент 

времени t   система находится в состоянии  *1 ,1  , а время, затраченное в 

момент t  на ремонт отказавшего элемента, равно  , есть вероятность 

множества таких событий: в момент времени t  система находилась в состоянии 

 *0 ,1  со временем, затраченным в момент t  на ремонт отказавшего элемента, 

равным  x ,   от 0 до t , и за время    элемент будет отремонтирован. 
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С предельным переходом при 0 , перейдем к выводу системы 

дифференциальных уравнений Колмогорова, позволяющей найти 

стационарные вероятности состояний рассматриваемой системы [22]: 

 
         

*

* * *

0 ,0

1 0 ,0 1 ,0 0 ,1

0 0

, ,

t tdp t
p t p t x x dx p t x x dx

dt
      
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                (45) 
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 

 
   
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Граничные условия: 

   * * 11 ,0 0 ,0
,0p t p t 

         (48) 

     * *0 ,1 1 ,1

0

,0 ,

t

p t p t x x dx 
        (49) 

   * * 11 ,1 0 ,1

0

,0 ,

t

p t p t x dx 
         (50) 

В предположении что процесс имеет стационарное распределение при 

t  , получаем систему уравнений баланса: 

       * * *1 0 ,0 1 ,0 0 ,1

0 0

p p x x dx p x x dx  
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Граничные условия: 

 * * 11 ,0 0 ,0
0p p 

          (55) 

     * *0 ,1 1 ,1
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Из (52) =>      2
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 
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Отсюда находим вероятности макро-состояний  
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где   
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.  ∎  

Как видно из приведенных выражений, имеется зависимость 

стационарных вероятностей состояний системы от вида преобразования 

Лапласа ПР времени ремонта. Однако эта зависимость становится исчезающе 

малой при «быстром» ремонте отказавших элементов или, что представляет 

собой ту же самую асимптотику, при редких отказах работающих элементов, 

то есть с ростом относительной скорости восстановления   [64]. 
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Глава 2. Комплекс имитационных моделей однородной 

и неоднородной резервированной системы 

Представленные в главе 1 аналитические результаты были получены в 

предположении об экспоненциальном законе распределения времени 

безотказной работы элементов системы. В реальных приложениях это 

предположение не всегда выполнимо. Поскольку не всегда представляется 

возможным получить явные аналитические выражения для стационарного 

распределения вероятностей состояний рассматриваемой системы, особенно в 

случае, когда распределение времени безотказной работы элементов системы 

не является экспоненциальным, то возникает необходимость применять 

методы имитационного моделирования для исследования надёжности. 

Поэтому во второй главе рассматривается дискретно-событийная 

имитационная модель восстанавливаемой резервированной системы передачи 

данных как модель замкнутой резервированной системы холодного, горячего 

и облегчённого резервирования с одним ремонтным устройством. Система 

состоит из n однотипных элементов с произвольными функциями 

распределения времени безотказной работы и времени ремонта её элементов.  

Для описания алгоритма имитационного моделирования надёжности 

системы вводятся следующие переменные: 

 double t   часы модельного времени, меняются при отказе или 

восстановлении элементов системы; 

 ,int i j   переменные состояния системы; при наступлении события 

осуществляется переход из i  в j ; 

 nextfaildouble t   служебная переменная, в которой хранится время до 

следующего отказа элемента; 

 nextrepairdouble t   служебная переменная, в которой хранится время до 

следующего окончания ремонта отказавшего элемента; 
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 int k   счетчик числа итераций основного цикла. 

Все алгоритмы были программно реализованы на языке 

программирования R. 

2.1. Имитационная модель однородной системы холодного резервирования 

2.1.1. Модель расчета стационарных вероятностей состояний системы 

холодного резервирования 

На рисунке 2.1 представлена блок-схема имитационной модели системы 

холодного резервирования для оценки стационарных вероятностей состояний 

системы. Критерием останова основного цикла модели является достижение 

максимального модельного времени выполнения T  . 
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Рисунок. 2.1. Блок-схема имитационной модели для оценки 

стационарных вероятностей состояний системы холодного резервирования 

Для лучшего понимания и воспроизводимости имитационной модели, 

помимо блок-схемы ниже приводится разработанный алгоритм дискретно-

событийного имитационного моделирования в виде псевдокода с 

комментариями (Алгоритм 1). 
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Алгоритм 1. Псевдокод алгоритма имитационного моделирования для 

вычисления стационарных вероятностей состояний системы приведён в При-

ложении А. 

Исходные данные: 

 A  случайная величина, время до отказа основного элемента; 

 B  случайная величина, время восстановления отказавшего элемента; 

 i   число отказавших элементов; 

 n  число элементов в системе; 

    время отказа элемента; 

 X   момент отказа элемента в системе; 

   время ремонта отказавшего элемента; 

 Y   момент окончания ремонта элемента в системе; 

 Текt   текущее время;                                       

 T   максимальное модельное время; 

Ввод:  1 1,  ,  n,  ,  ,“ ”a b T NG GI . 

1a   среднее время между отказами элементов, 

1b   среднее время ремонта, 

NG   число графиков траекторий процесса, описывающего функциони-

рование системы, 

“ ”GI   произвольный закон распределения. 

Вывод: стационарные вероятности состояний 0 1 2; ; ; ;P P P PnK  .  

 

2.1.2. Модель расчета среднего времени жизни и функции надежности 

системы холодного резервирования 

Далее, рассмотрим имитационную модель для оценки среднего времени 

жизни и функции надежности системы. Здесь и далее эмпирическую функцию 
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надежности системы будем вычислять как    * 1 *R t F t  , где  *F t – 

эмпирическая функция распределения времени безотказной работы системы. 

Здесь состояние n  является поглощающим состоянием. На рисунке 2.2. 

представлен граф переходов модифицированного процесса (с поглощающим 

состоянием n), описывающего функционирование системы холодного 

резервирования. 

0

1, 0

 x
1, x 2, x n-1, x n, x

2, 0 n-2, 0

x



x


x



. . .



  

 

 Рисунок. 2.2. Граф переходов модифицированного процесса, 

описывающего функционирование системы холодного резервирования. 

Алгоритм 2. Псевдокод алгоритма имитационного моделирования для 

вычисления оценки среднего времени жизни и функции надежности системы 

приведён в Приложении Б. 

В этом разделе система выходит из строя после отказа n элементов, а мак-

симальное модельное время T  . 

Ввод: 1 1,  ,  n,  ,“ ”a b NG GI . 

Вывод: Оценка среднего времени жизни ¶ET  и функции надежности си-

стемы  *R t . 
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Рисунок. 2.3. Блок-схема имитационной модели для оценки среднего 

времени жизни и функции надежности системы холодного резерва. 
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2.2. Имитационная модель системы горячего резервирования типа k-из-n 

2.2.1. Модель расчета стационарных вероятностей состояний системы 

горячего резервирования типа k-из-n 

В этой системе все n  элементов работают одновременно, но всего 

достаточно , 2,k k n  элементов, обеспечивающих оперативное 

функционирование системы. 

 

Рисунок. 2.4. Блок-схема для оценки стационарных вероятностей 

состояний системы типа k-из-n горячего резерва  
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Алгоритм 3. Псевдокод алгоритма имитационного моделирования для 

вычисления оценки стационарных вероятностей состояний системы приведён 

в Приложении В. 

Исходные данные: 

A  случайная величина, время до отказа элемента; 

B  случайная величина, время восстановления отказавшего элемента; 

i   число отказавших элементов; 

k  число элементов, обеспечивающих оперативное функционирование 

системы; 

n число элементов в системе; 

   время отказа элемента; 

X момент отказа элемента в системе; 

  время ремонта отказавшего элемента; 

Y момент окончания ремонта элемента в системе; 

Текt 
текущее время;                               

T максимальное модельное время. 

Ввод: 1 1,  , ,  n,  ,  ,“ ”a b k T NG GI . 

 1a   среднее время между отказами элементов, 

 1b   среднее время ремонта, 

 NG   число траекторий случайного процесса, описывающего функцио-

нирование системы, 

“ ”GI   произвольный закон распределения  

Вывод: стационарные вероятности состояний 0 1 2; ; ; ; kP P P PK .  

https://izd-mn.com/


Исследование надёжности замкнутой резервированной системы обслуживания 
Г.Ж.К. Уанкпо 
Д.В. Козырев 

 

 

https://izd-mn.com/ 56 

 

2.2.2. Модель расчета среднего времени жизни системы горячего 

резервирования типа k-из-n 

Здесь состояние k  является поглощающим состоянием.  

0

1, 0

 x
1, x 2, x k-1, x k, x

2, 0 k-2, 0

x



x


x



. . .1

0

2 2k  1k 

 

Рисунок 2.5. Граф переходов модифицированного процесса, описывающего 

функционирование системы горячего резервирования типа k-из-n. 

 

Рисунок. 2.6. Блок-схема имитационной модели для оценки среднего 

времени жизни и функции надежности системы горячего резерва. 

https://izd-mn.com/


Исследование надёжности замкнутой резервированной системы обслуживания 
Г.Ж.К. Уанкпо 
Д.В. Козырев 

 

 

https://izd-mn.com/ 57 

 

Алгоритм 4. Псевдокод алгоритма имитационного моделирования для 

вычисления оценки среднего времени жизни и функции надежности системы 

приведён в Приложении Г. 

В этом разделе система выходит из строя после отказа n элементов, а мак-

симальное модельное время T  . 

Ввод: 1 1,  , ,  n,  ,“ ”a b k NG GI . 

Вывод: Оценка среднего времени жизни ¶ET  и функции надежности си-

стемы  *R t . 

2.3. Имитационная модель неоднородной дублированной системы 

холодного резервирования 

2.3.1. Модель расчета стационарных вероятностей состояний неоднородной 

дублированной системы холодного резервирования 

В этой системе все n  элементов работают одновременно, но всего  

, 2,k k n  элементов, обеспечивающих оперативное функционирование 

системы. 

Алгоритм 5. Псевдокод алгоритма имитационного моделирования для 

вычисления стационарных вероятностей состояний системы приведён в При-

ложении Д. 

Исходные данные: 

A  случайная величина, время до отказа основного элемента; 

B  случайная величина, время восстановления отказавшего элемента; 

0 1 2; ;i i i   число отказавших элементов; 

 2n    число элементов в системе; 

 
1 2
,i i     время отказа элемента; 

 X   момент отказа элемента в системе; 
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 
1 2
,i i     время ремонта отказавшего элемента; 

 Y   момент окончания ремонта элемента в системе; 

 Текt   текущее время;                               

 T   максимальное модельное время. 

 

Рисунок. 2.7. Блок-схема имитационной модели для оценки 

стационарных вероятностей состоянии неоднородной системы 
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Ввод: 1 2 1,  ,  ,  n,  ,  ,“ ”a a b T NG GI . 

 1a   среднее время отказа основного элемента, 

 2a   среднее время отказа второго элемента, 

 1b   среднее время ремонта, 

 NG   число траекторий случайного процесса, описывающего функцио-

нирование системы, 

“ ”GI   произвольный закон распределения. 

Вывод: стационарные вероятности состояний  0 1 2; ;P P P . 

  

2.3.2. Модель расчета среднего времени жизни и функции надежности 

неоднородной дублированной системы холодного резервирования 

Здесь состояние 2 является поглощающим состоянием. На рисунке 2.7 

представлен граф переходов модифицированного процесса (с поглощающим 

состоянием 2), описывающего функционирование неоднородной системы 

холодного резервирования. 

(0*,0) (1*,0,x)

(1*,0,0)

(1*,1,x)

2

1

 x
 

 Рисунок 2.7. Граф переходов модифицированного процесса, 

описывающего функционирование неоднородной системы холодного 

резервирования  

Алгоритм 6. Псевдокод алгоритма имитационного моделирования для 

вычисления оценки среднего времени жизни и функции надежности системы 

приведён в Приложении Е. 
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Исходные данные: 

В этом разделе система выходит из строя после отказа двух элементов, а 

максимальное модельное время T  . 

Ввод: 1 2 1,  ,  ,  n,  ,“ ”a a b NG GI   . 

Вывод: Оценка среднего времени жизни ¶ET  и функции надежности си-

стемы  *R t .  

 

Рисунок. 2.8. Блок-схема имитационной модели для оценки среднего 

времени жизни неоднородной системы холодного дублирования.  
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Глава 3. Численный анализ зависимости характеристик 

надёжности системы от параметров модели 

В настоящей главе на основании аналитических и имитационных 

результатов, полученных в главах 1 и 2, проводится численный анализ 

зависимости характеристик надёжности системы от параметров модели. Для 

численного и графического анализа и сравнения результатов были выбраны 

следующие распределения времени безотказной работы и времени ремонта 

элементов: 

 Экспоненциальное 𝑀(𝜆), где 𝜆 =
1

𝑏
;  

 Вейбулла-Гнеденко (𝑊𝐺(𝜆, 𝑘)), где коэффициент вариации 𝜒 =

√
Г(1+2 𝑘⁄ )

Г(1+1 𝑘⁄ )
− 1 и математическое ожидание 𝑏 = 𝜆 ∙ Г(1 + 1 𝑘⁄ ). Далее можно 

найти коэффициент формы 𝑘 и коэффициент масштаба 𝜆 с помощью ста-

тистического пакета программирования R;  

 Парето (𝑃𝐴𝑅(𝑥𝑚, 𝛼)), где коэффициент формы 𝛼 = 1 + √
1

𝜒2
+ 1 и коэффи-

циент масштаба 𝑥𝑚 =
𝑏∙(𝛼−1)

𝛼
;  

 Гамма (𝐺(𝜃, 𝑘)), где коэффициент формы 𝑘 =
1

𝜒2
 и коэффициент мас-

штаба 𝜃 =
𝑏

𝑘
 ; 

 Логнормальное (𝑙𝑛(𝜇, 𝜎2)), где параметры 𝜎 = √𝑙𝑛(𝜒2 + 1) и 𝜇 = 𝑙𝑛(𝑏) −

𝜎2 2⁄ .  

Зафиксируем среднее время ремонта отказавшего элемента 1EB b  , 

число элементов в системе в случае холодного резервирования 3n   и параметр 

0,01  ; а также число элементов, обеспечивающих оперативное 

функционирование системы в случае горячего резервирования 3k n  . Для 

приведения стационарных вероятностей состояний системы и графиков 

зависимости безотказной работы системы от относительной скорости 

восстановления рассмотрим следующие фиксированные значения среднего 

времени безотказной работы основного элемента: 10EA   и 100EA . 
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3.1. Анализ стационарных характеристик надежности однородной 

резервированной системы типа / GI/1nM   с помощью аналитического 

моделирования 

Рассмотрим частные случаи модели восстанавливаемой однородной 

системы / GI/1nM   при n=3 с экспоненциальным законом распределения 

времени безотказной работы и различными законами распределения времени 

ремонта отказавших элементов, и приведем полученные по аналитическим 

формулам из главы 1 значения стационарных вероятностей состояний системы 

при разных значениях коэффициента вариации для разных типов резерва 

(холодного, облегченного и горячего). 

В таблице 3.1, в таблицах 3.2.а, 3.2.б, 3.2.в, в таблицах 3.3.а, 3.3.б, 3.3.в, в 

таблицах 3.4.а, 3.4.б, 3.4.в, и в таблицах 3.5.а, 3.5.б, 3.5.в приведены значения 

стационарных вероятностей состояний ip  восстанавливаемой системы 

/ /1nM M  ; / /1nM WG  ; / /1nM PAR  ; / /1nM G   и / /1nM LN  , 

соответственно. 

Таблица 3.1. Стационарные вероятности состояний восстанавливаемой си-

стемы / /1nM M  . 

ip
 

Холодный резерв Облегченный резерв Горячий резерв 

0p
 

0,90009 0,8814300 0,7320644 

1p
 

0,0900090 0,1057716 0,2196193 

2p
 

0,0090009 0,01163488 0,04392386 

3p
 

0,00090009 0,001163488 0,004392388 

 

Таблица 3.2.а. Стационарные вероятности состояний восстанавливаемой си-

стемы / /1nM WG   с коэффициентом вариации 0,5  . 

ip
 

Холодный резерв Облегченный резерв Горячий резерв 

0p
 

0,9000408 0,8105807 0,7307959 

1p
 

0,09272653 0,1694790 0,2325272 

2p
 

0,006825045 0,01881328 0,034598351 

3p
 

0,0004076527 0,001127057 0,002078529 
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Таблица 3.2.б. Стационарные вероятности состояний восстанавливаемой си-

стемы / /1nM WG   с коэффициентом вариации 1  . 

ip
 

Холодный резерв Облегченный резерв Горячий резерв 

0p
 

0,90009 0,8110300 0,7320644 

1p
 

0,0900090 0,1622060 0,2196193 

2p
 

0,0090009 0,02433090 0,04392386 

3p
 

0,00090009 0,002433091 0,004392388 

Таблица 3.2.в. Стационарные вероятности состояний восстанавливаемой си-

стемы / /1nM WG   с коэффициентом вариации 2  . 

ip
 

Холодный резерв Облегченный резерв Горячий резерв 

0p
 

0,9002812 0,8121429 0,7348039 

1p
 

0,0839737 0,1472166 0,19469054 

2p
 

0,01293352 0,03346053 0,05816863 

3p
 

0,00281153 0,007180016 0,01233696 

Таблица 3.3.а. Стационарные вероятности состояний восстанавливаемой си-

стемы / /1nM PAR  с коэффициентом вариации 0,5  .  

ip
 

Холодный резерв Облегченный резерв Горячий резерв 

0p
 

0,9000389 0,8104609 0,7303847 

1p
 

0,09358215 0,1719743 0,2372949 

2p
 

0,005985843 0,01650778 0,03040909 

3p
 

0,0003930672 0,001057005 0,001911274 

 

Таблица 3.3.б. Стационарные вероятности состояний восстанавливаемой си-

стемы / /1nM PAR   с коэффициентом вариации 1  .  

ip
 

Холодный резерв Облегченный резерв Горячий резерв 

0p
 

0,9001056 0,8107895 0,7311686 

1p
 

0,0918723 0,1678053 0,2303702 

2p
 

0,006974047 0,01881811 0,03406833 

3p
 

0,001048004 0,002587073 0,00439295 
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Таблица 3.3.в. Стационарные вероятности состояний восстанавливаемой си-

стемы / /1nM PAR   с коэффициентом вариации 2  .   

ip
 

Холодный резерв Облегченный резерв Горячий резерв 

0p
 

0,9001898 0,811130 0,7319072 

1p
 

0,09023795 0,1640611 0,2244219 

2p
 

0,007671127 0,02034779 0,0363624 

3p
 

0,001901073 0,004461084 0,007308473 

Таблица 3.4.а. Стационарные вероятности состояний восстанавливаемой си-

стемы / /1nM G   с коэффициентом вариации 0,5  . 

ip
 

Холодный резерв Облегченный резерв Горячий резерв 

0p
 

0,9000322 0,8104702 0,7304605 

1p
 

0,09343494 0,1714419 0,2361282 

2p
 

0,006211072 0,01719461 0,03175721 

3p
 

0,0003218049 0,0008932649 0,001654105 

 

Таблица 3.4.б. Стационарные вероятности состояний восстанавливаемой си-

стемы / /1nM G   с коэффициентом вариации 1  . 

ip
 

Холодный резерв Облегченный резерв Горячего резерв 

0p
 

0,9000900 0,8110300 0,7320644 

1p
 

0,090009 0,1622060 0,2196193 

2p
 

0,0090009 0,02433090 0,04392386 

3p
 

0,00090009 0,002433091 0,004392388 

 

Таблица 3.4.в. Стационарные вероятности состояний восстанавливаемой си-

стемы / /1nM G   с коэффициентом вариации 2  .  

ip
 

Холодный резерв Облегченный резерв Горячий резерв 

0p
 

0,9004533 0,8130704 0,7370167 

1p
 

0,07902131 0,1351677 0,1749961 

2p
 

0,01599352 0,04040374 0,06879055 

3p
 

0,004531845 0,01135819 0,0191966 
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Таблица 3.5.а. Стационарные вероятности состояний восстанавливаемой си-

стемы / /1nM LN   с коэффициентом вариации 0,5  . 

ip
 

Холодный резерв Облегченный резерв Горячий резерв 

0p
 

0,9000331 0,8104701 0,7304539 

1p
 

0,09344711 0,1714916 0,23624732 

2p
 

0,00618907 0,01712200 0,03160472 

3p
 

0,0003307431 0,0009163831 0,001694061 

 

Таблица 3.5.б. Стационарные вероятности состояний восстанавливаемой си-

стемы / /1nM LN   с коэффициентом вариации 1  .  

ip
 

Холодный резерв Облегченный резерв Горячий резерв 

0p
 

0,9001027 0,8110168 0,7319434 

1p
 

0,09024617 0,1630747 0,2215145 

2p
 

0,008623633 0,02318657 0,04170696 

3p
 

0,00102745 0,002721951 0,004835142 

 

Таблица 3.5.в. Стационарные вероятности состояний восстанавливаемой си-

стемы / /1nM LN   с коэффициентом вариации 2  .   

ip
 

Холодный резерв Облегченный резерв Горячий резерв 

0p
 

0,9004675 0,8126490 0,7356058 

1p
 

0,0820808 0,1439501 0,1909169 

2p
 

0,01277691 0,03228708 0,05529029 

3p
 

0,004674812 0,01111384 0,01818701 

При анализе численных значений, приведенных в таблицах, видно, что для 

всех рассматриваемых распределений, чем меньше коэффициент вариации, тем 

меньше стационарная вероятность отказа восстанавливаемой системы 

/ GI/1nM  . Также очевидно, что холодный резерв является самым надежным 

резервом. 

На рисунке 3.1 представлены графики зависимости вероятности 

безотказной работы (в.б.р.) 1 np  восстанавливаемой системы / /1nM M   
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холодного и горячего резервирования от относительной скорости 

восстановления 𝜌 =
𝐸𝐴

𝐸𝐵
 для различных ФР времени ремонта при разных 

значениях коэффициента вариации. Все графики приведены в разном масштабе 

по оси координат для более наглядной демонстрации различий кривых.  

 

Рис. 3.1. Графики зависимости вероятности безотказной работы 31 p  восста-

навливаемой системы 3 / /1M M   холодного и горячего резервирования от от-

носительной скорости восстановления 𝜌 

Анализ графических результатов из рисунка 3.1 подтверждает вывод о 

том, что холодный резерв является самым надежным резервом.  

На рисунках 3.2–3.5 представлены графики зависимости в.б.р. 1 np  

восстанавливаемой системы холодного резервирования / /1nM WG  , 

/ /1nM PAR  , / /1nM G   и / /1nM LN  , соответственно, от относительной 

скорости восстановления для разных значений коэффициента вариации. 

https://izd-mn.com/


Исследование надёжности замкнутой резервированной системы обслуживания 
Г.Ж.К. Уанкпо 
Д.В. Козырев 

 

 

https://izd-mn.com/ 67 

 

 

Рис. 3.2. Графики зависимости вероятности безотказной работы 31 p  

восстанавливаемой системы 3 / /1M WG   холодного резервирования от 

относительной скорости восстановления 𝜌 
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Рис. 3.3. Графики зависимости вероятности безотказной работы 31 p  

восстанавливаемой системы 3 / /1M PAR   холодного резервирования от 

относительной скорости восстановления 𝜌 
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Рис. 3.4. Графики зависимости вероятности безотказной работы  31 p  

восстанавливаемой системы 3 / /1M G   холодного резервирования от 

относительной скорости восстановления 𝜌 
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Рис. 3.5. Графики зависимости вероятности безотказной работы 31 p  

восстанавливаемой системы 3 / /1M LN   холодного резервирования от 

относительной скорости восстановления 𝜌 

Анализ графических результатов из рисунков 3.2–3.5 подтверждает 

вывод о том, что чем меньше коэффициент вариации, тем меньше стационарная 

вероятность отказа системы, и холодный резерв является самым надежным 

резервом. 
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3.2. Анализ стационарных характеристик надежности однородной 

резервированной системы типа / GI/1nM   с помощью имитационного 

моделирования 

Рассмотрим имитационную модель однородной резервированной 

системы типа / GI/1nM   с разными коэффициентами вариации, с 

экспоненциальным законом распределения времени безотказной работы. 

В таблице 3.6; в таблицах 3.7.а, 3.7.б, 3.7.в, в таблицах 3.8.а, 3.8.б, 3.8.в, в 

таблицах 3.9.а, 3.9.б, 3.9.в и в таблицах 3.10.а, 3.10.б, 3.10.в приведены значения 

стационарных вероятностей состояний ip  восстанавливаемой системы 

/ GI/1nM  ; / /1nM WG  ; / /1nM PAR  ; / /1nM G   и / /1nM LN  , 

соответственно.  

Таблица 3.6. Стационарные вероятности состояний / /1nM M  . 

ip
 

Холодный резерв Горячий резерв 

0p
 

0,9004015 0,7320375 

1p
 

0,08987053 0,2196861 

2p
 

0,009069777 0,04390234 

3p
 

0,0008932429 0,004397997 

 

Таблица 3.7.а. Значения ip  / /1nM WG   с коэффициентом вариации 0,5  .  

 

 

 

 

 

 

 

ip
 

Холодный 

резерв 

Горячий резерв 

0p
 

0,8999980 0,7306454 

1p
 

0,09270812 0,2326026 

2p
 

0,006809510 0,03458021 

3p
 

0,0004069830 0,002067684 
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Таблица 3.7.б. Значения ip  / /1nM WG   с коэффициентом вариации 1  . 

ip
 

Холодный 

резерв 

Горячий резерв 

0p
 

0,9002723 0,7317197 

1p
 

0,09014544 0,2195763 

2p
 

0,008996562 0,04398201 

3p
 

0,0008906469 0,004328322 

Таблица 3.7.в. Значения ip  / /1nM WG   с коэффициентом вариации 2  . 

ip
 

Холодный резерв Горячий резерв 

0p
 

0,9006116 0,7349822 

1p
 

0,08388265 0,1947575 

2p
 

0,01290878 0,05818140 

3p
 

0,002946221 0,01236757 

 

Таблица 3.8.а. Значения ip  / /1nM PAR   с коэффициентом вариации 0,5  . 

ip
 

Холодный резерв Горячий резерв 

0p
 

0,8998977 0,7304877 

1p
 

0,09369787 0,2374223 

2p
 

0,005968493 0,03039807 

3p
 

0,0004042285 0,001888635 

 

Таблица 3.8.б. Значения ip  / /1nM PAR   с коэффициентом вариации 1  . 

ip
 

Холодный резерв Горячий резерв 

0p
 

0,8999527 0,7312992 

1p
 

0,09179325 0,2304236 

2p
 

0,006903860 0,03387086 

3p
 

0,001123684 0,004260042 
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Таблица 3.8.в. Значения ip  / /1nM PAR   с коэффициентом вариации 2  . 

ip
 

Холодный резерв Горячий резерв 

0p
 

0,9001544 0,7316736 

1p
 

0,09051817 0,2244340 

2p
 

0,007692908 0,03638337 

3p
 

0,001953185 0,007198652 

 

Таблица 3.9.а. Значения ip  / /1nM G   с коэффициентом вариации  0,5  . 

ip
 

Холодный резерв Горячий резерв 

0p
 

0,9000782 0,7304204 

1p
 

0,09352504 0,2359244 

2p
 

0,006243602 0,03172713 

3p
 

0,0003157376 0,001670021 

 

Таблица 3.9.б. Значения ip  / /1nM G   с коэффициентом вариации 1  . 

ip
 

Холодный резерв Горячий резерв 

0p
 

0,9001921 0,7321159 

1p
 

0,08999021 0,2194551 

2p
 

0,00903327 0,04391759 

3p
 

0,0009264406 0,004413286 

 

Таблица 3.9.в. Значения ip  / /1nM G   с коэффициентом вариации 2  . 

ip
 

Холодный резерв Горячий резерв 

0p
 

0,9006239 0,7367516 

1p
 

0,07900911 0,1748437 

2p
 

0,01595549 0,06857178 

3p
 

0,004446959 0,01925085 
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Таблица 3.10.а. Значения ip  / /1nM LN   с коэффициентом вариации 0,5  . 

ip
 

Холодный резерв Горячий резерв 

0p
 

0,8999775 0,7303048 

1p
 

0,09351034 0,2361584 

2p
 

0,006189071 0,03169463 

3p
 

0,0003189706 0,001694712 

 

Таблица 3.10.б. Значения ip  / /1nM LN   с коэффициентом вариации 1  . 

ip
 

Холодный резерв Горячий резерв 

0p
 

0,8999571 0,7319372 

1p
 

0,09026359 0,2214305 

2p
 

0,008603328 0,04172252 

3p
 

0,001043573 0,004871132 

 

Таблица 3.10.в. Значения ip  / /1nM LN   с коэффициентом вариации 2  . 

ip
 

Холодный резерв Горячий резерв 

0p
 

0,9002510 0,7357976 

1p
 

0,08217263 0,1908853 

2p
 

0,01274521 0,05537689 

3p
 

0,004695356 0,01834329 

 

Результаты, полученные методом имитационного моделирования 

(таблицы 3.6–3.10.в), отлично согласуются с результатами, полученными по 

аналитическим моделям (таблицы 3.1–3.5.в), и видно, что для всех 

рассматриваемых распределений стационарная вероятность отказа системы 3p   

при горячем резервировании больше, чем при холодном, то есть самой 

надежной моделью является модель с холодным типом резерва. 

В дальнейших разделах зафиксируем коэффициент вариации 0,5  . 
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На рисунке 3.6 представлены графики зависимости стационарной в.б.р. 

1 np  восстанавливаемой системы / /1nM GI   холодного и горячего 

резервирования от относительной скорости восстановления 𝜌, построенные как 

по явным аналитическим выражениям, так и с помощью разработанной 

имитационной модели. 

 

Рис. 3.6. Графики зависимости стационарной вероятности безотказной работы 

системы 3 / /1M GI   от относительной скорости восстановления 𝜌, 

построенные как по явным аналитическим выражениям, так имитационной 

модели. 

В таблице 3.11 приведены значения относительной погрешности при 

вычислении стационарной в.б.р. системы с помощью имитационной модели по 

сравнению со значениями, полученными по точным аналитическим формулам. 

Для сравнения результатов, полученных с помощью явных аналитических 

выражений и имитационной модели, используется следующая формула 
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относительной погрешности, которая определяется как отношение абсолютной 

погрешности к истинному значению: 

 

   
 

3 3

3

1 1

1

аналит имит

ВбР аналит

p p

p


  



      (62) 

 

Таблица 3.11 Относительная погрешность имитационного моделирования 

системы 3 / /1M GI   холодного ( ВбР -Хол.) и горячего ( ВбР -Гор.) 

резервирования. 

GI  M  WG  PAR  G  LN  

 ВбР -Хол. 6,8533E-06 6,6997E-07 1,1166E-05 6,0693E-06 1,1776E-05 

 ВбР -Гор. 5,6338E-06 1,0866E-05 2,2682E-05 1,5942E-05 6,5211E-07 

 

Сравнение графических результатов, полученных по имитационной 

модели и по явным выражениям, а также анализ относительной погрешности 

имитационного моделирования показывают, что разработанная имитационная 

модель хорошо аппроксимирует аналитическую модель, и может быть 

использована в случаях, когда не представляется возможным получить 

выражения для характеристик надежности исследуемой системы в явном 

аналитическом виде, когда распределение времени безотказной работы 

элементов не является экспоненциальным. 

3.3. Анализ стационарных характеристик надежности однородной 

резервированной системы типа / GI/1nGI   с помощью имитационного 

моделирования 

Рассмотрим имитационную модель и исследуем надежность однородной 

резервированной системы типа / GI/1nGI   в самом общем  случае, когда 

произвольным является как закон распределения времени безотказной работы 

элемента 1T , так и закон распределения времени ремонта 2T  отказавшего 

элемента. 
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Таблица 3.12. Вероятность безотказной работы системы 3 / /1GI GI   в случае 

холодного (Хол.) и горячего (Гор.) резерва при 𝜌 = 10. 

 Полученные численные результаты показывают, что более надежной 

моделью системы при 𝜌 = 10 является система холодного резервирования с 

распределением Парето времени безотказной работы элементов. 

Анализ графических результатов исследования надежности системы  

3 / /1GI GI помогает определить наглядно какая модель системы имеет 

наибольшую стационарную надежность при изменении параметра 

относительной скорости восстановления.  

 

Рис. 3.7. Графики зависимости стационарной вероятности безотказной работы 

системы 3 / /1M GI   от относительной скорости восстановления 𝜌 

           T2 

  T1 

M WG PAR G LN 

M Хол. 0,9991068 0,999593 0,9995958 0,9996843 0,999681 

Гор. 0,9956020 0,997913 0,9980849 0,9983625 0,9983053 

WG Хол. 0,9999343 0,998568 0,9987632 0,9988427 0,9988222 

Гор. 0,9562182 0,9662800 0,9706439 0,9691687 0,9692991 

PAR Хол. 1 1 0,9999162 1 1 

Гор. 0,9561302 0,967253 0,9718829 0,9704578 0,9706023 

G Хол. 0,9999967 0,999876 0,9997565 0,9999186 0,9999004 

Гор. 0,9354252 0,937334 0,9381192 0,9379434 0,938171 

LN Хол. 0,9999992 0,999984 0,9998337 0,9999938 0,9999841 

Гор. 0,8261992 0,819177 0,9514364 0,8180032 0,8183283 
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Рис. 3.8. Графики зависимости стационарной вероятности безотказной работы 

системы 3 / /1WG GI   от относительной скорости восстановления 𝜌 

 

Рис. 3.9. Графики зависимости стационарной вероятности безотказной работы 

системы 3 / /1PAR GI   от относительной скорости восстановления 𝜌 
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Рис. 3.10. Графики зависимости стационарной вероятности безотказной 

работы системы 3 / /1G GI    от относительной скорости восстановления 𝜌 

 

Рис. 3.11. Графики зависимости стационарной вероятности безотказной работы 

системы 3 / /1LN GI   от относительной скорости восстановления 𝜌 

Из рисунков 3.7-3.11 видно, что наиболее надежной моделью системы 

является система холодного резервирования с Гамма распределением времени 

ремонта отказавших элементов. 
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Рис. 3.12. Графики зависимости вероятности безотказной работы системы  

3 / /1GI G  от относительной скорости восстановления 𝜌 

Достаточно высокий уровень надежности системы достигается при 

сравнительно небольшом превышении единичного значения относительной 

скорости восстановления для модели 3 / /1PAR GI  . Следовательно, самой 

надежной моделью системы является модель системы с распределением 

Парето времени безотказной работы элементов и с Гамма распределением 

времени ремонта отказавших элементов. А также графические результаты 

демонстрируют высокую асимптотическую нечувствительность стационарной 

надежности системы – хорошо видно, что различия между кривыми при редких 

отказах элементов системы (то есть с ростом 𝜌) становятся исчезающие 

малыми для всех рассматриваемых распределений времени ремонта элементов 

системы [86]. 
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3.4. Анализ нестационарных характеристик надёжности однородной 

резервированной системы типа / GI/1nGI   с помощью имитационного 

моделирования 

В таблице 3.13 приведены значения оценки среднего времени жизни 

системы 3 / /1GI GI   холодного и горячего резервирования, полученные 

методом имитационного моделирования при 𝐸𝐴 = 2; 𝐸𝐵 = 1; 𝜒 = 0,5. 

Таблица 3.13 Оценка среднего времени жизни системы 3 / /1GI GI холодного 

(Хол.) и горячего (Гор.) резервирования 

 

На рисунках 3.13–3.18 представлены графики функции надёжности  *R t  

однородной системы холодного и горячего резервирования , построенной с 

помощью имитационной модели, при 𝜌 = 2; 𝑘 = 𝑛 = 3; 𝜒 = 0,5. 

 

Рис. 3.13. Графики функции надёжности  *R t  системы 3 / /1M GI  . 

          Т2 

  Т1 

M WG PAR G LN 

M Хол. 22,72177 23,76881 27,91936 25,27162 23,00732 

Гор. 6,494617 7,161341 8,395532 7,107263 7,099581 

WG Хол. 38,40447 74,73501 87,83327 71,44818 87,27522 

Гор. 6,509034 7,01305 7,248571 6,710071 6,399708 

PAR Хол. 73,38551 698,156 426,0609 3400,311 982,4501 

Гор. 5,020196 5,16995 5,829005 5,403815 6,35952 

G Хол. 63,61766 131,2072 214,2496 207,8197 224,5246 

Гор. 4,18813 3,770588 3,795211 3,825651 3,808868 

LN Хол. 58,03609 230,4098 280,2592 385,979 286,5799 

Гор. 3,19705 3,216988 3,290699 3,235358 3,263019 
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Рис. 3.14. Графики функции надёжности  *R t  системы 3 / /1WG GI  . 

 

Рис. 3.15. Графики функции надёжности  *R t  системы 3 / /1PAR GI  . 

 

 

Рис. 3.16. Графики функции надёжности  *R t  системы 3 / /1G GI  . 
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Рис. 3.17. Графики функции надёжности  *R t  системы 3 / /1LN GI  . 

 

Рис. 3.18. Графики функции надёжности  *R t  системы 3 / /1GI G  . 

Полученные результаты (таблица 3.13) и графические результаты 

(рисунки 3.13–3.18) подтверждают вывод о том, что наиболее надежной 

моделью резервированной системы является модель системы холодного 
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резервирования с распределением Парето времени безотказной работы 

элемента и с Гамма распределением времени ремонта отказавших элементов. 

3.5. Анализ стационарных характеристик надежности неоднородной 

дублированной системы типа 2 / GI/1M   с помощью аналитического 

моделирования 

Рассмотрим частные случаи модели восстанавливаемой неоднородной 

системы холодного резервирования 2 / /1M GI   и приведем полученные по 

аналитическим формулам из главы 1 значения стационарных вероятностей 

состояний системы при разных распределениях времени ремонта и значении 

коэффициента вариации 𝜒 = 0,5. 

Таблица 3.14. Точные значения (Т.з.) и приближенные значения (П.з.) 

стационарных вероятностей состояний ip  восстанавливаемой системы 

2 / /1M GI   при значении порядка разложения np = 2.  

 

 
  

Видно, что для всех рассматриваемых распределений результаты, 

полученные по асимптотическим выражениям, с увеличением числа порядка 

разложения в ряд Тейлора отлично согласуются с результатами, полученными по 

точным аналитическим выражениям. 

На рисунках 3.19 и 3.20 представлены, соответственно, графики 

зависимости в.б.р. системы, построенные по точным формулам и графики 

 
1 225; 10EA EA 

 1 210; 25EA EA 
 

0p
 1p

 2p
 0p

 1p
 2p

 
M Т.з. 0,9580546 0,03832219 0,00362319 0,9056078 0,09056078 0,00383142 

П.з. 0,9580951 0,03793483 0,00397012 0,90565142 0,09038202 0,00396655 

WG Т.з. 0,9579164 0,03941064 0,00267299 0,90546136 0,09170419 0,00283445 

П.з. 0,9579336 0,03924684 0,00281952 0,9054801 0,09162984 0,00289006 

PAR Т.з. 0,9578748 0,03974833 0,00237692 0,90541699 0,09201407 0,00256894 

П.з. 0,9578946 0,03956337 0,00254204 0,9054385 0,09192314 0,00263836 

G Т.з. 0,9578805 0,03969315 0,00242632 0,90542327 0,0919909 0,00258583 

П.з. 0,9578940 0,03956546 0,00254051 0,90543794 0,09193317 0,00262889 

LN Т.з. 0,9578800 0,03969786 0,00242212 0,90542273 0,09199315 0,00258412 

П.з. 0,9578940 0,03956546 0,00254051 0,90543794 0,09193317 0,00262889 
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зависимости в.б.р. системы, построенные по точным и по асимптотическим 

формулам. 

 

 

Рис. 3.19. Графики зависимости стационарной вероятности 21 p  безотказной 

работы системы 2 / /1M GI   от относительной скорости восстановления  . 

  

https://izd-mn.com/


Исследование надёжности замкнутой резервированной системы обслуживания 
Г.Ж.К. Уанкпо 
Д.В. Козырев 

 

 

https://izd-mn.com/ 86 

 

 

 

Рис. 3.20. Графики зависимости вероятности безотказной работы системы 

21 p  от относительной скорости восстановления  , построенные по точным и 

по асимптотическим формулам. 

Графические результаты демонстрируют, что чем больше среднее время 

безотказной работы основного элемента, тем выше надежность системы, а 

также подтверждают вывод о высокой асимптотической нечувствительности 

стационарной надежности системы при редких отказах. Это значит, что можно 

использовать асимптотическое выражение в тех случаях, когда не удается 

получить выражения для стационарных вероятностей состояний системы по 

точным формулам. 
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3.6. Анализ нестационарных характеристик надёжности неоднородной 

дублированной системы типа 2 / GI/1GI   с помощью имитационного 

моделирования 

В таблицах 3.15 приведены значения оценки среднего времени жизни 

системы холодного резервирования при 1 10EA  ; 2 5EA  ; 1EB  ; 𝜒 = 0,5.  

Таблица 3.15 Оценка среднего времени жизни системы 2 / /1GI GI   холодного 

резервирования. 

 

На рисунках 3.21–3.25, представлены графики функции надёжности 

 *R t  неоднородной системы холодного резервирования с приоритетом 

обслуживания и восстановления основного элемента 2 / /1GI GI  , 

построенной с помощью имитационной модели, при 1 10EA  ; 2 5EA  ;  1EB  ; 

𝜒 = 0,5. 

         Т2 

    Т1 

M WG PAR G LN 

M 64,1869 64,76338 56,858 62,98926 62,49893 

WG 137,4178 153,4375 190,8524 166,2484 203,6536 

PAR 544,1671 42615,25 4087,669 123440,4 21133,71 

G 683,5674 520,5019 617,3436 702,315 570,1963 

LN 402,9108 873,7433 1554,445 1275,517 1463,264 
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Рис. 3.21. Графики функции надёжности  *R t  системы 2 / /1M GI  . 

 

Рис. 3.22. Графики функции надёжности  *R t  системы 2 / /1WG GI  . 
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Рис. 3.23. Графики функции надёжности  *R t  системы 2 / /1PAR GI  . 

 

Рис. 3.24. Графики функции надёжности  *R t  системы 2 / /1G GI  . 
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Рис. 3.25. Графики функции надёжности  *R t  системы 2 / /1LN GI  . 

Полученные результаты (таблица 3.15) и графические результаты 

(рисунки 3.21–3.25) согласуются с результатами, полученными в разделе 3.5. 

для однородной системы, и также подтверждают вывод о том, что наиболее 

надежной моделью резервированной системы является модель системы 

холодного резервирования с распределением Парето времени безотказной 

работы элемента и с Гамма распределением времени ремонта отказавших 

элементов. 

В главе 3 был проведен численный и графический анализ зависимости 

характеристик надёжности системы от параметров модели, а именно: типа 

резерва, значения коэффициента вариации времени ремонта, вида 

распределения времени ремонта. Численный анализ, проведённый для разных 

частных случаев, показал, что для всех рассматриваемых распределений 

результаты, полученные по асимптотическим выражениям при редких отказах, 

с увеличением числа порядка разложения в ряд Тейлора отлично согласуются с 

результатами, полученными по точным аналитическим выражениям. 

Графические и численные результаты показали, что разработанные 

https://izd-mn.com/


Исследование надёжности замкнутой резервированной системы обслуживания 
Г.Ж.К. Уанкпо 
Д.В. Козырев 

 

 

https://izd-mn.com/ 91 

 

имитационные модели хорошо аппроксимируют аналитическую модель 

системы, а значит могут быть использованы в тех случаях, когда не удается 

получить выражения для стационарных вероятностей состояний системы в 

явном аналитическом виде. Также анализ показал, что чем меньше 

коэффициент вариации, тем больше в.б.р. системы. Достаточно высокий 

уровень надежности системы достигается при сравнительно небольшом 

превышении единичного значения относительной скорости восстановления 

для модели / /1nPAR G  .        

 Следовательно, самой надежной моделью системы является модель 

системы с распределением Парето времени безотказной работы элементов и с 

Гамма распределением времени ремонта отказавших элементов. Графические 

результаты демонстрируют высокую асимптотическую нечувствительность 

стационарной надежности системы – различия между кривыми при «быстром» 

восстановлении (то есть с ростом относительной скорости восстановления ρ) 

становятся исчезающие малыми для всех рассматриваемых распределений 

времени ремонта элементов системы.   

 Наконец, результаты, полученные для неоднородной системы, 

демонстрируют, что чем больше среднее время безотказной работы основного 

элемента, тем выше надежность системы. 

 

 

 

 

 

 

  

https://izd-mn.com/


Исследование надёжности замкнутой резервированной системы обслуживания 
Г.Ж.К. Уанкпо 
Д.В. Козырев 

 

 

https://izd-mn.com/ 92 

 

 

Заключение 

В диссертационной работе проведено исследование надежности 

замкнутой резервированной системы обслуживания с произвольным числом 

источников данных и ограниченными ресурсами для их обработки. 

Основные результаты работы: 

1. Разработана и исследована математическая модель замкнутой однородной 

системы облегчённого, холодного и горячего n-кратного резервирования с 

экспоненциальной функцией распределения времени безотказной работы её 

элементов и произвольным законом распределения времени их ремонта. 

Также исследована математическая модель замкнутой неоднородной си-

стемы холодного дублирования. Получены явные аналитические выраже-

ния для вычисления стационарного распределения вероятностей состояний 

рассмотренных систем как в общем случае, так и для некоторых частных 

случаев распределений. Получены асимптотические выражения для стаци-

онарных вероятностей состояний системы при редких отказах её элементов. 

2. Разработан комплекс программ имитационного моделирования на основе 

дискретно-событийного подхода для численного и графического анализа за-

висимости от параметров модели характеристик надёжности однородной и 

неоднородной резервированных систем разных типов резерва. С помощью 

разработанных имитационных моделей проведено исследование надежно-

сти для самого общего случая, когда как распределение времени безотказ-

ной работы, так и распределение времени ремонта отказавших элементов 

являются произвольными. 

3. На основе полученных аналитических и имитационных результатов с ис-

пользованием экспертных исходных данных проведен численный и графи-

ческий анализ зависимости характеристик надёжности системы от парамет-

ров модели. 
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Список обозначений и сокращений 

в.б.р.   – вероятность безотказной работы 

МП   – марковский процесс 

ПЛ   – преобразование Лапласа 

ПР   – плотность распределения 

с.в.   – случайная величина 

ФР   – функция распределения 

 v t
   – число отказавших элементов в момент времени 𝑡 

    – малый промежуток времени 

A  – случайная величина (с.в.), время до отказа основного 

элемента 

B  – случайная величина (с.в.), время восстановления отказавшего 

элемента 

𝐴(𝑥)   – функция распределения (ФР) с.в. A  

 B x
   – ФР с.в.  

 b x
   – плотность распределения (ПР) с.в.  

    
0

sxb s e b x dx



   – ПЛ плотности распределения  b x  

EA    – среднее в.б.р. основного элемента,    

EB b    – среднее время ремонта отказавшего элемента 

  
EA

EB
    – относительная скорость восстановления 

 
 

 1

b x
x

B x
 


  – условная ПР остаточной длительности ремонта элемента, 

находящегося в ремонте время  t   

B

B
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  – коэффициент вариации 

  – параметр экспоненциального распределения времени 

безотказной работы элемента 

 1i n i       – параметр интенсивностей переходов распределения времени 

безотказной работы элемента  0, 1; 0i n      . 

 
0

k kE B x b x dx



       – моменты k-ого порядка время восстановления отказавшего 

элемента,  np  − номер порядка 

 iA   – случайная величина (с.в.), время до отказа основного 

элемента, 1,2i    

 
 iA x

   – функция распределения (ФР) с.в. iA , 1,2i    

iEA    – среднее время безотказной работы элемента 

2
2

EA
EB

     – относительная скорость восстановления 

i    – параметр экспоненциального распределения времени без 

   отказной работы элемента,  1,2i   

Вбр
  – относительная погрешность значений вероятности безотказ-

ной работы системы, полученных по имитационной модели в 

сравнении с аналитической. 
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