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Введение 

Современная теория оптимального управления, построенная в основном в 

пятидесятых – шестидесятых годах прошлого столетия, описывает задачи оптимального 

управления систем, в которых не происходит качественных изменений [1-9]. 

Математические модели подобных систем представляются уравнениями с гладкими, 

ограниченными коэффициентами. Такие задачи было принято называть регулярными.  

В случае, когда в системах оптимального управления происходят качественные 

изменения, математические модели данных систем, как последовательных приближений для 

решения сингулярно-возмущенных задач, представляются моделями с негладкими, или с 

неограниченными коэффициентами. 

В простейшем случае коэффициенты могут последовательных приближений для 

решения сингулярно-возмущенных задач сеть от малого, или большого параметров. Подобные 

задачи мы в основном будем рассматривать в данной работе. Их будем называть сингулярно-

возмущенными задачами оптимального управления. 

Определение 1. Если при старших производных в дифференциальных уравнениях 

задачи оптимального управления имеется малый параметр  , или большой параметр  , тогда 

данную задачу будем называть сингулярно-возмущенной задачей оптимального управления. 

Приведем простой пример сингулярно-возмущенной задачи оптимального управления. 

 ),,( uxtf
dt

dx
 , (В.1) 

 ),,,( uxtJJ   ,  

здесь   малый параметр,  

 ),( txx фазовая координата,  

 ),( tuu управление,  

J функционал,  

экстремум которого определяется, cu  . 

Данная задача, не решается известными методами оптимизации (динамического 

программирования, принцип максимума Понтрягина). Для того чтобы ее решить в данной 

работе разработаны методы регуляризации, которые позволяют сингулярно-возмущенную 

задачу (В.1) свести к рекуррентной последовательности регулярных задач оптимального 

управления. Решая последовательно задачи данной последовательности можно тем самым 

решить задачу (В.1). 

В первой главе производится знакомство читателя с некоторыми современными 

асимптотическими методами, разработанными в асимптотической теории дифференциальных 

уравнений [10-14].  

Во второй - шестой главах рассматриваются асимптотические методы регуляризации 

сингулярно-возмущенных задач оптимального управления, связанных с кинетическими 

процессами, происходящими в технологических объектах. Дается применение 

асимптотических методов регуляризации в однофазовом и многофазовом случаях. 

В седьмой главе рассматриваются асимптотические методы регуляризации 

дифференциальных игр. 

В восьмой главе исследуются вопросы регуляризации сингулярно–возмущенных 

стохастических задач оптимального управления. 

В девятой главе приводятся технологические примеры решения много фазовых 

сингулярно-возмущенных задач оптимального управления. 

В данной работе объектом исследования являются промышленные геоэкологические 

системы. Эти системы дают пример распределенных неравновесных систем. Их образующими 

являются: технические, биологические и общественные системы. Элементы отмеченных 

систем имеют подобный характер и подчиняются своей внутренней и внешней динамике.  

 Простейшими примерами, отмеченных выше систем являются идеальные газы, 
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состоящие из молекул, совершающих броуновское движение и подчиняющиеся явлению 

диффузии. Одним из основных уравнений, описывающих закономерности динамики данного 

процесса, является уравнение диффузии. Процессы, происходящие в данных системах, 

принято называть кинетическими. Оказывается, по подобию кинетических процессов, 

происходящих в идеальных газах, можно рассматривать процессы и в геоэкологических 

системах, состоящих из технических, биологических и общественных подсистем.  

 Математическая модель геоэкологической системы представляет систему 

эволюционных параболических уравнений, которые описывают взаимодействие 

кинетических процессов, происходящих в ней. Данный этап характеризует формализованную 

сторону системного подхода. Процесс нахождения отдельных решений, отмеченных 

(кинетических) систем естественно назвать системным анализом, а процесс определения 

общего  

решения, в свою очередь системным синтезом. В соответствии с системным анализом 

и синтезом определяются их методы и алгоритмы, которые здесь  

являются методами и алгоритмами решения системы кинетических уравнений 

рассматриваемой геоэкологической системы.  

 Следуя Лионсу, кинетическую систему будем называть сингулярной, если в 

коэффициентах ее имеются особенности. Стационарные состояния данных систем являются 

неустойчивыми, потому что имеет место явление бифуркации. Рассмотрим, отмеченные выше 

математические модели.  

 Если кинетические процессы протекают в одном масштабе времени, то это означает, 

что, возникающими быстрыми диффузионными процессами, (их влиянием на перенос 

элементов рассматриваемой системы) пренебрегают. Существует много систем, в которых 

диффузия может существенно проявляться в быстрых и в более медленных формах. К ним 

можно отнести процессы диффузии в атомных реакторах (при авариях, на подводных лодках, 

химических реакторов и др.). Внутриатомные процессы перемешивания протекают в 

масштабе быстрого времени. При их ходе происходит выделение энергии, которая 

способствует развитию макроскопических процессов перемешивания (диффузии), 

происходящих в масштабе более медленного времени. Далее, рассмотрим процесс 

возникновения эпидемии, при действии вирусов. Первоначально перемешивание происходит 

локально, в микромаштабе (заражаются один, или несколько человек), подобный 

инкубационный процесс (быстрая диффузия) происходит относительно быстро. Затем, 

перемешивание начинает происходить в макромасштабе (в процессе общения людей), данный 

процесс уже будет происходить в течение, более медленного времени (медленная диффузия). 

Рассмотрим, далее третий пример, связанный с переносом революционных идей, касающихся 

обновления общественных систем. Первоначально идея возникает в голове одного, или 

нескольких человек (быстрая диффузия), затем она передается другим  

членам общества (медленная диффузия). Подобные процессы в конечном итоге могут 

привести к существенной перестройке всей общественной  

системы в целом. Аналогично, быстрые и медленные процессы диффузии, происходят 

при производстве дрожжей в промышленных установках. Системы, в которых можно 

выделить быстрые и более медленные процессы диффузии обычно бывают сингулярными. 

 Для математического описания диффузионных процессов в отмеченных системах 

введем понятие сингулярной кинетической системы. Первоначально запишем базовые 

уравнения системного подхода [27].  

 

 j

j

ijNi
i UDdivtxUUUFdivJ

t

U





),.,.,....,( 21 , (В.2) 

 

здесь iJ – поток, соответствующей динамической переменной iU , ),...,( 21 nxxxx  – 

координаты, t – время.  
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Поток iJ  можно записать в следующем виде: 

 

jN

j

iji UUUJ  ),....( 1  . (В.3) 

 

 Если система близка к термодинамическому равновесию, соотношения (В.3) можно 

привести к линейным j

j

ij

L

i UDJ   . Если в системе имеют место парные взаимодействия 

выражение (1.2) может быть представлено следующим образом: 

 

jk

n

kj

ijk

NL

i UUJ  
1,

  , (В.4) 

 

где ijk – тензор третьего ранга k

N

k

ijk

NL

ij UD 



1

  нелинейные коэффициенты 

диффузии) [27]. В случае, когда имеет место связь между нелинейными потоками и 

дрейфовыми скоростями компонент j

i

iji USY  , j

N

j

iji

NL

i USUJ  
1

 (В.5)  

В данном случае из уравнения (В.2) получим:  

 

j

N

j

ijij

N

j

ijNi
i USdivUUDdivtxUUUF

t

U








11

21 ),,,....,( . (В.6) 

 

В случае моделей слабых растворов  27 , при линейных коэффициентах диффузии 

kikik ULD /  потоки iJ  будут иметь вид: 

 

jkkj

jk

ik
k

k

iki UUK
T

D
UDJ  

,

 , )( kj
ik

ijk K
T

D
 . (В.7) 

 

 Для иллюстрации выше изложенного, покажем, каким образом может 

непосредственно влиять распространение вредных веществ на концентрацию численности 

биологических видов. Как известно концентрация биологических видов определяется 

кинетическими уравнениями. Запишем кинетическое уравнение в случае одного вида: 

 ))(()(
K

U
uRrUgradUadiv

t

U





 , (В.8) 

здесь U концентрация особей популяции,  

)(uR функция влияния на рождаемость (смертность) особей вида вредных веществ (в 

простейшем случае эта функция может иметь следующую форму cuuuR  /)(  ), 

где ,,c  Kar ,, некоторые постоянные.  

Далее, запишем уравнение распространения вредных веществ в диффузном 

приближении: 

 

 0)()( 



QduuvBdivDgradudiv

t

u
 , (В.9) 

здесь u концентрация вредных веществ, 

 D коэффициент диффузии,  

B коэффициент конвективного переноса,  
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Q источник вредных веществ, 

d некоторая функция.  

На рисунке В.1 показано, когда концентрация вида возрастает и когда убывает. 

  

 
Рисунок В.1– Зоны качественного изменения геоэкологической системы 

 

1.- (при 0
dt

du
) зона роста численности вида; 2. - (при 0

dt

du
) зона убывания 

численности вида; 3. - (при 0
dt

du
) зона экологического равновесия (численность вида не 

изменяется). 

 Таким образом, численный, аналитический и качественный анализ системы (В.8), (В.9) 

позволяет дать качественную (аналитическую) оценку состояния геоэкологической системы. 

Решение кинетической системы на данном уровне будем называть теоретическим. В свою 

очередь решение уравнений описывающих кинетику экологических факторов будем называть 

практическим (имея данное решение можно дать качественный анализ состояния 

геоэкологической системы, чего во многих случаях достаточно). В этом состоит основная 

задача данной работы. 

 Далее, запишем общий вид системы (В.8), (В.9): 

 

),,...,()( 21 UuuuUrUAdiv
t

U
p




 , (В.10) 

 

iu
 

экологические факторы. Систему уравнений (В.8), (В.9) будем называть 

системой кинетических уравнений в пространстве экологических факторов iu . Данная 

система описывает характер численности вида в результате действия экологических факторов. 

 Пусть между видами NUUU ,......, 21  имеет место ресурсное взаимодействие, тогда 

систему кинетических уравнений в пространстве экологических факторов iu  можно записать 

следующим образом: 

 


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 , (В.11) 
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 Ni ,....2,1 , pj ,....2,1 , 



p

i

i

p

i

ip ucuuuuR
11

21 /),....,(   , (В.12) 

 

 ii uu   . Здесь iu предельно-допустимые значения экологических факторов 

(например, значение концентрации вредных веществ). Вообще говоря, вектор uu , 

где u замкнутое множество.  

 Таким образом, задача управления качеством геоэкологической системы состоит в 

следующем: необходимо найти вектор экологических факторов из множества u , которому 

соответствует устойчивое решение системы (В.11), (В.12) (учитывая ту, или иную целевую 

функцию, например: величина загрязнения не должна превышать предельно допустимых 

значений). Вообще говоря, можно определить функционал (критерий качества) 

),,,( txUuJJ   минимум, или максимум которого определяет оптимальное решение системы 

(В.11), (В.12) (оптимальное состояние геоэкологической системы).  

Данная система показывает, что качественное состояние геоэкологических систем во 

многом определяется характером распространения (переносом, локализацией, осаждением) 

вредных веществ (динамикой действия экологических факторов puuu ...., 21  на численность 

NUUU ,...., 21  видов, входящих в геоэкологическую систему). Здесь iu концентрации вредных 

веществ. Отсюда следует, что для определения качественного состояния геоэкологических 

систем необходимо наличие конструктивных алгоритмов, позволяющих находить решение 

системы (В.11), (В.12). Если же пространство экологических факторов гомогенно и 

коэффициенты кинетической системы в пространстве экологических факторов имеют 

плавный характер изменения, в таком случае для решения данной системы можно 

использовать конечно-разностные методы. В случае, когда коэффициенты системы (В.11), 

(В.12) имеют особые точки (кинетическая система сингулярна, а пространство экологических 

факторов гетерогенно), применение конечно-разностных методов будет неэффективно. В этом 

случае конечно- разностные схемы будут неустойчивыми. Подобная ситуация возникает при 

наличии периодических импульсных источников вредных веществ. Для определения 

алгоритмов решения в данном случае в работе применяются некоторые модификации 

асимптотического метода, разработанного автором. Непосредственное измерение в 

масштабах сложных геоэкологических систем необходимо, но как показывает практика, не 

дает представления о реальной картине происходящего загрязнения. о становится 

невозможной непосредственная оценка качества данных систем при действии вредных 

веществ и тем самым создание автоматизированных систем прогнозирования (управления) 

состояния геоэкологических систем. 

Основная идея работы состоит в применении асимптотического метода системного 

анализа (разработанного автором) к решению (практической части) задач, переноса 

локализации и осаждения вредных веществ в геоэкологических системах, а также 

распространения импактных волн. Применение данного асимптотического метода 

(системного анализа) позволяет модель, описываемую дифференциальными уравнениями в 

частных производных с переменными коэффициентами, редуцировать к рекуррентной 

системе обыкновенных дифференциальных уравнений. На Рисунке В.2. даны возможные 

графики изменения коэффициентов. 

 



Сингулярно возмущенные системы оптимального управления 
М.А. Ковалева 
А.Л. Рутковский 

 

 
http://izd-mn.com/ 10 

 

 
Рисунок В.2. – Изменение коэффициентов сингулярной системы в гетерогенном 

пространстве экологических факторов 

  

В случае линейной исходной модели рекуррентная система будет линейной. В случае 

нелинейной исходной модели, для главного члена асимптотического разложения получается 

нелинейное (эталонное) уравнение, а для остальных членов линейные уравнения. В настоящее 

время исследовано много эталонных уравнений, для них получены точные решения. Это дает 

возможность получения (в данных случаях) аналитических (численных) решений 

кинетических систем.  

 Если же уравнение для главного члена асимптотического разложения не решается 

точно, в таком случае численный алгоритм для рекуррентной системы будет иметь 

значительно меньшую ресурсоемкость, нежели известные численные алгоритмы для исходной 

модели, описываемой уравнениями в частных производных с переменными коэффициентами. 

В работе показано, что геоэкологические системы можно изучать, представляя процессы, 

происходящие в них при помощи кинетических систем (по подобию описания явления 

диффузии). Приведем общий вид возникающих рекурсивных алгоритмов (системного 

анализа). Его можно предстпоследовательных приближений для решения сингулярно-

возмущенных задач ть в виде следующий последовательности: 
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, (В.13) 

 

Как мы уже говорили, системы, в которых можно выделить быстрые и более медленные 

процессы диффузии в дальнейшем будем называть сингулярными. Учитывая сказанное, 

введем понятие сингулярных кинетических систем, описывающих процессы переноса в 

сингулярных геоэкологических системах с быстрой и менее быстрой формами диффузии. 

 Для этого рассмотрим последовательность кинетических систем в одномерном случае 

по x  
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, (В.14) 

при Kx  конечному отрезку,  ,0t . )(0 xuu  , при 0t .  
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Здесь i – некоторая постоянная, которая   i0  ,  в соответствии с рисункомВ.3. 

 

 
Рисунок В.3. – Последовательность решений кинетической системы 

  

Сингулярной, кинетической системой, соответствующей сингулярной 

геоэкологической системе будем называть предел кинетической системеы (В.14) при 0i . 

Этот предел будем обозначать следующим образом: 
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 (В.15) 

  

 Не трудно видеть, что система (В.15) представляет собой сингулярную систему 

дифференциальных уравнений в частных производных, решения которой при  ,0t

необходимо рассматривать в смысле обобщенных функций. При  ,0t  данная система 

имеет решение в классическом смысле, для его определения в работе применяется 

разработанный автором асимптотический метод.  

 Сингулярные уравнения могут возникать и тогда, когда в коэффициентах уравнения 

имеются особенности, которые определяют фокальные точки характеристик в фазовом 

пространстве ),( px . В этом случае, переходят к сопряженному уравнению (для него 

фокальные точки не возникают). В данной работе считается, что кинетическая система имеет 

вырожденные фокальные точки. Известно, что переходом к сопряженному уравнению такие 

особенности не устраняются. 

 Таким образом, для определения качественного состояния геоэкологических систем 

достаточно наличия решения, соответствующей кинетической системы уравнений.  

 Решение кинетической системы для экологического фактора определяет характер 

загрязнения геоэкологической системы вредными веществами и позволяет повести редукцию 

задачи управления к классической форме.  
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Глава 1. Современные асимптотические методы в задачах построения 

асимптотических решений дифференциальных уравнений 

В начале прошлого века были изучены уравнения с частными производными, 

обладающие быстро осциллирующими решениями [1-10]. К этим уравнениям относятся: 

система Дирака, уравнение Гельмгольца, система Максвелла, уравнение Шредингера и др. 

Было показано, что имеются нелинейные уравнения, обладающие подобными решениями. 

Отмеченные решения примечательны тем, что в задачах, описываемых данными 

уравнениями, возникают каустики, на которых решение растет. 

В 1911 г. Дебаем был предложен метод построения быстро осциллирующих решений в 

областях, не содержащих каустики. 

Данный метод был развит Вентцелем, Крамерсом и Брюллиэном, и был в последствии 

назван метод Квазиклассическое приближение, также известное как метод ВКБ (Вентцеля — 

Крамерса — Бриллюэна)  [14]. 

При наличии каустик (в большом) метод ВКБ был развит В.П. Масловым в 1965 г. 

Асимптотика решений в малом. 

Пусть имеем линейный дифференциальный оператор 

  

 .2,)(),(  


mDxaDxL
m

x





 , 

 

где ),.....,( 21 nxxxx  ,  ),.....,( 21 n вектор с неотрицательными целочисленными 

компонентами (мультиндексами),  = т  .....1 . 
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1
, 



nDDD ......1 , 


nxxx ......1 . 

 

Будем считать, что )()( nRCxa   для всех  . 

Заменим в L  вектор xD  на вектор ),.....,( 21 npppp   в результате получим многочлен 

(полином) 



 pxapxL
m

)(),( 


 , зпоследовательных приближений для решения сингулярно-

возмущенных задач сящий от переменных ),.....,( 21 npppp   . Данный полином ),( pxL  будем 

называть символом (или гамильтонианом) дифференциального оператора L . 

Переменные ),.....,( 21 npppp   называются двойственными (или сопряженными) по 

отношению к переменным ),.....,( 21 nxxxx  . 

Далее, будем рассматривать уравнение вида. 

 

 0)(),( 1  xuDxL x  , (1.1)  

 

Здесь  0  большой параметр. 

Полином  ),( pxL  будем называть   символом оператора ),( 1
xDxL  . 

Рассмотрим некоторые примеры уравнений. Всюду в дальнейшем будем полагать 

 0., pRxRt n
 двойственная к t  переменная. 
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1. Уравнение Гельмгольца:  

  

 0)())(( 22  xuxnk  ,  

 

где  0k  большой параметр, поэтому k  символ оператора Гельмгольца равен 

))(( 222 xnpk   . 

2. Уравнение Шредингера: 
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где  0h малый параметр, поэтому 1h символ оператора Шредингера равен )(2
0 xUpp  .  

3. Волновое уравнение :  
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Так, как символ волнового оператора 
222

0 )( pxcp  
 однороден по переменным 

),.....,( 21 npppp   большой параметр можно, ввести следующим образом. Поделим обе части 

уравнения на 2 , в результате получим уравнение вида (1.1) с   символом 
222

0 )( pxcp  
 

Формальное асимптотическое решение (далее - ФАР) уравнения (1.1) будем искать по 

аналогии с обыкновенными дифференциальными уравнениями в следующем виде :  
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где ),.......(),(),(),( 210 xxxxs  неизвестные функции.  

Выражение (1.2) было предложено Дебаем в его примечании к статье Зоммерфельда в 

1911 г. и называется дебаевским разложением. 

Подстпоследовательных приближений для решения сингулярно-возмущенных задач м 

в уравнение (1.1) функцию ))(exp()(),( xsixxu    в результате получим: 
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Здесь jR линейный дифференциальный оператор порядка .j  

Таким образом:  
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Перепишем формулу (1.5) следующим образом: 

 

 


 )(
2

1
),(

2

2

2

2

1
x

S

p

L
Sp

xp

L
R

















 , (1.6) 

 

где ),.....,(
1 np

L

p

L

p

L













, ),.....,(

1 nxxx 










 
, 



2

2

x

S
матрица порядка nn , c элементами kj xxS  /2

 

Таким образом, подстпоследовательных приближений для решения сингулярно-

возмущенных задач м ряд (1.2) в уравнение (1.1) и приравняем нулю. Коэффициенты при 

,)( 1i  в результате получим рекуррентную систему уравнений для определения неизвестных 

функций ),(),(),(),( 210 xxxxs  .. 

Первые два уравнения имеют следующий вид 

 

 0))(,(  xSxL  , (1.7) 
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2
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2

0 )(
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1
),( 
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x

S

p

L
Sp

xp

L

















=0 . (1.8) 

 

Из уравнения (1.7) определяется функция ).(xS . Так для уравнения Гельмгольца имеем 

уравнение Эйканала: 

 

 )())(( 22 xnxS  , 

 

А для уравнения Шредингера – уравнение Гамильтона – Якоби классической механики 

Уравнение (1.7) также еще называют характеристическим уравнением.  

 

0)()(
2

1 2 



xUS

mt

S
x

 

 

Функции ,...., 21   определяются из следующей линейной цепочки уравнений 

 

001 R , 
11R =- 00R , ……., 0121101 .......    jjjj RRRR  (1.9) 

 

Дебаевское разложение (1.2) определяет асимптотику решений только в малом. 

Асимптотика решений в большом строится при помощи канонического оператора 

В.П.Маслова [40-42]. 

Интегрирование уравнения Гамильтона – Якоби сводится к интегрированию системы 

обыкновенных дифференциальных уравнений (система Гамильтона). 
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j
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pxL
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




),(


, nj ,.....2,1  (1.10) 

 

 n

p

n

x

n

px RRR2

,  фазовое пространство. Функция   определяется из уравнения 

переноса.  12 .  
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Построим в большом асимптотическое решение уравнения (1.1), оно определяется при 

помощи канонического оператора Маслова. Для этого применим следующую формулу 

коммутации [14].  

 

 ).,()(),( 1
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1
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   , (1.11) 
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    

 

 псевдодифференциальный оператор (ПДО). Ф.А.Р. в большом имеет следующий 

вид 
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Глава 2. Нелинейный метод ВКБ 

2.1. Метод последовательных приближений для решения сингулярно-возмущенных 

задач 

Данный метод рассмотрим на примере построения асимптотики решения нелинейного 

волнового уравнения (нелинейного уравнения Клейна – Гордона) с переменными 

коэффициентами. 

 

 ,0),,()),(( 22  txuutxcuh utt  RtRx n  ,  (2.1) 

 

где  n - мерный оператор Лапласа,  

),(2 txc >0 ,  ),,( txu гладкие функции,  

 0h малый параметр.  

Будем полагать, что для ),,( txu  выполняется условие )i  существуют вещественно-

значные функции ),(),,( 21 txEtxE , для которых для всех фиксированных tx, на интервале 

21 EEE   уравнение ),,( txu E  имеет, по крайней мере, два решения 


 zzEtxz ),,,( , 

гладко последовательных приближений для решения сингулярно-возмущенных задач 

зависящие от Ext ,,  и (z ),,( Etxz


0),, tx , а также ),,( txu E , при   zzz . Данное 

условие обеспечивает существование у уравнения (2.1) быстро осциллирующих решений. 

Асимптотическое решение уравнения (2.1) будем искать в виде формального 

асимптотического степенного ряда. 

 

 ),,,
),(

( htx
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txS
Yu NN  , (2.2) 

 

 ),,(),,,(
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txyhhtxY j

j

j

N  
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 , (2.3) 

 

Здесь ),,(),,( txytxS j   гладкие вещественнозначные функции,  

),,( txy j  периодичны по   с периодом не последовательных приближений для 

решения сингулярно-возмущенных задач зависящим от tx,  , а период ),,( txy j  равен 2  . 

Подстпоследовательных приближений для решения сингулярно-возмущенных задач м Nu  в 

уравнение (2.1) в результате получим 
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 , (2.4) 

 

Где ScS
x

Sc
t

S ttxt 






 22 ),(2ˆ  (2.5) 

 

Подставляя NY  в виде (2.3) и разлогая u  по первому аргументу в ряд  
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Тейлора в окрестности точки ),,(0 txy   и приравнивая в левой части этого равенства 

коэффициенты при одинаковых степенях параметра h  к нулю получим систему рекуррентных 

уравнений. 

 ( )222

xt ScS  0),,( 02

0

2





txy

y
u


 (2.6)  

 

 kk FyL   , ,.....2,1k  , (2.7) 

где L ( )222

xt ScS  uu 



2

2


 ,  

kF  многочлен от ,,......,,,, 10

2

 kuxt yycSS  и их производных.  

 

Например, 
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
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
. 

 

Если S  и ky
 удовлетворяют (2.6) и (2.7) до порядка N  включительно , тогда функция 

Nu
 будет формальным асимптотическим по )(mod 1NhO  решением уравнения (2.1).  

Рассмотрим уравнение (2.6) . Положим, что ),,,( txEy  , 21 EEE   есть решение 

уравнения. 
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dz
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222

, R , (2.8) 

 

учитывая условие )i , ),,,( txEy   периодическая по первому аргументу, гладкая 

функция, которая изменяется в пределах от 
z  до 

z . Период T  функции 
y

 будет равен. 
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, (2.9) 

 

Таким образом, если для S  и E  выполнено равенство 

 

 =
2)),,(( txEIE  , (2.10) 

 

где 








z

z

EdzI )(2
1


.  

Далее, пусть 
0c

гладкая вещественнозначная функция. Тогда функция 

),,,(),,( 0 txEcytxy    есть 2 периодическое решение уравнения (2.6), гладко 

зпоследовательных приближений для решения сингулярно-возмущенных задач зависящее от 

.,tx  [15] 

222

xt ScS 
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Если уравнение (2.1) линейно, тогда utxau ),(  и ,2/2au  а 
2)),,(( txEIE =a . В этом 

случае уравнение (2.10) будет иметь вид уравнения Гамильтона – Якоби, а cosEy  . 

Таким образом, уравнение (2.8), можно рассматривать, как нелинейное обобщение 

уравнения Гамильтона – Якоби. 

Условие существования периодического решения уравнения (2.7) имеет вид  15 . 

00

2
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
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
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



d
y

Fk
, (2.11) 

Где 










),,(
),(~),,( 0 txy

txcytxy kkk
, здесь kc гладкая функция, а y~  частное 2  

периодическое решение уравнения (2.7). 

При 1k  условие ортогональности будет иметь следующий вид  15  
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Где 222
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я

я
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ScSI
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E





 




  . (2.13) 

  

Допустим, имеем обыкновенное дифференциальное уравнение n ого порядка 

следующего вида. 

 

 (2.14) 

 

 

которое 

имеет алгебраическую особую точку при 0x . 

Функции )()( 1RCxpi

 , ni ,...2,1  и нигде не обращаются в нуль. 

Согласно методу Фробениуса асимптотическое решение уравнения (2.1) при 

),1(2,.....,4,2,1 321  nn  может быть представлено в виде [7]  
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 
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 xaxxu
0

)(  (2.15) 

Предложенный здесь набор значений показателей nii ,....2,1,   замечателен тем, что 

только для данных показателей i  асимптотические решения уравнения (2.14) имеют 

алгебраический вид. 

В случае, когда 11  , или 11   асимптотическое решение ищется в виде 

 

 





 





  xaexxu x

0

)()( , (2.16) 

 

Здесь ....)( 1

1  
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p xxx  , где 
11 p , когда 11   и 11 p  

 

Решение (16) называется нормальным, аналогично можно построить асимптотическое 

решение в случае, когда i дробные числа. Такое решение называется субнормальным. 

Наряду с методом Фробениуса в работах [7-9] был развит метод последовательных 

приближений для решения сингулярно-возмущенных задач . 
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Учитывая асимптотическое разложение (2.16) , а также метод Уизема, далее будем 

рассматривать их обобщение (метод последовательных приближений для решения 

сингулярно-возмущенных задач). 

 

 





0

),(),(
k

k

k xxuxxu    (2.17) 

 

ku  гладкие ограниченные функции своих аргументов 
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1 - целое число 

 

Рассмотрим пример 
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11

2
 u

x
u

x
u  (2.19) 

 

Согласно методу Фробениуса уравнение (2.19) допускает асимптотическое решение 

следующего вида 

 

 ......)()( 10  xaaxxu 
 (2.20) 

 

Подставляя (2.20) в (2.19) получим, что оно имеет два фундаментальных решения вида  

 

 
x

u
1

1  , xu 2
 (2.21) 

 

Рассмотрим (2.17) при 11  , из условия (2.18) следует, что 0 , т.е. асимптотическое 

разложение (2.20). 

Далее рассмотрим еще один пример 21  , 2n  

 

 0
11

42
 u

x
u

x
u  (2.22) 

 

Рассмотрим последовательные приближения разложение решения уравнения (2.22)  

 

 .......)),(),(),((),( 2

210  xxuxxuxuxxu  
 (2.23) 

 

где 
0

1 


 
x

  

Подстпоследовательных приближений для решения сингулярно-возмущенных задач м 

функцию ),( xu   в уравнение (2.22) и приравняем нулю коэффициенты при ix . В результате 

получим систему уравнений для нахождения функций iu . 
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 где 112
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d
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 0101 )2( uuF   , xuuuF 01112 )1()1(    …. и т.д. 

Можно показать, что условие ограниченности решения уравнения 
1)24.2(  есть условие 

ортогональности 
1F  ядру оператора сопряженного к L . 
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Аналогично, условие ортогональности для третьего уравнения системы (2.24) имеет 

вид 
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 002 duF  (2.27) 

 

Решение системы (2.11) можно предстпоследовательных приближений для решения 

сингулярно-возмущенных задач ть следующим образом 
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 и т. д. 

где kp некоторые гладкие от x  функции. kV частные решения неоднородных 

уравнений (2.11) 

Рассмотрим первое условие разрешимости системы (2.11). Подставляя, значение 
1F  

получим. 
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Далее, подставляя 
1u  в условие (2.27) найдем выражение для определения ,....1p

технологических объектах. 
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2.2. Метод последовательных приближений для уравнений гиперболического типа 

Рассмотрим метод последовательных приближений для решения сингулярно-

возмущенных задач на примерах уравнений в частных производных (гиперболического типа). 

Пусть имеем уравнение второго порядка с алгебраической особой точкой y  )0( y .  
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Согласно методу последовательных приближений асимптотическое разложение 

решения уравнения (2.30) будет иметь вид. 
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В данном случае 
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1
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Подстпоследовательных приближений для решения сингулярно-возмущенных задач м 

),,( yxu   в уравнение (2.30) и приравняем нулю коэффициенты при 2

i

y . В результате получим 

систему для определения ,...., 10 uu  
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Решение системы (2.33) предстпоследовательных приближений для решения 

сингулярно-возмущенных задач м следующим образом 
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Где 0u общее решение уравнения 0ˆ
0 uL , )(xVi частные решения неоднородных 

уравнений. iR некоторые гладкие от x  функции  

Для того, чтобы существовало ограниченное решение системы (2.25)    

необходимо выполнение условий разрешимости 
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Рассмотрим первое равенство 
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Не трудно видеть, для того , чтобы 


 было постоянным необходимо, чтобы решение 

0u
 не зпоследовательных приближений для решения сингулярно-возмущенных задач село от 

x . Следовательно, отсюда получаем 0 . 
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Далее, рассмотрим второе равенство, учитывая , что  
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Учитывая, что 
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Обозначая коэффициенты здесь соответственно 
1

3J
, 

1

2J
, 

1

1J
 получим уравнение для 

определения функции )(1 xR  
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1
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Аналогичным образом можно получить остальные уравнения для определения 

функций ,....., 32 RR  и т.д. 
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Функция 
),(0 xu

 определяется из уравнения 
00 uL

 исходя из свойств 

ограниченности его решения.  

Рассмотрим теперь схему метода последовательных приближений для трехмерного 

уравнения. 
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Учитывая выводы, сделанные для уравнения (2.30) асимптотическое решение 

уравнения (2.40), будем искать в следующей форме. 
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Система уравнений для нахождения коэффициентов будет иметь вид 
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……………………….. и т.д. 

 

Далее, запишем условие ограниченности системы (2.42)    
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Подстпоследовательных приближений для решения сингулярно-возмущенных задач м 

1F  в первое условие 
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Перепишем выражение (2.47) в следующем виде 
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Рассматривая последнее равенство при 
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Рассмотрим далее, второе условие разрешимости. 
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Учитывая, изложенное выше, получим, 
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Аналогичным образом получаются уравнения для остальных ,...4,3,2, iRi  

Выше мы рассмотрели метод последовательных приближений для одно фазовых 

асимптотических решений. Перейдем далее, к рассмотрению многофазовых асимптотических 

решений гиперболических уравнений. 

В многомерном случае получается, более богатый набор многофазовых решений, чем 

в одномерном. 

Асимптотическое решение вида 
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Будем называть многофазовыми по данному направлению x . В случае двух 

пространственных координат 
zx,

 можно ввести асимптотическое решение многофазовое по 

различным направлениям 
zx,

. 
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Можно также рассмотреть решение многофазовое по связанным направлениям .zx   
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При наличии большого числа измерений возможен еще больший набор многофазовых 

решений. 

Проиллюстрируем схему метода последовательных приближений для решения 

сингулярно-возмущенных задач на примере построения двухфазового по данному 

направлению решения уравнения 
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Многофазовое по данному направлению x асимптотическое решение уравнения (2.56) 

имеет вид 
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Положим 2k , подстпоследовательных приближений для решения сингулярно-

возмущенных задач м ),,,( tyxu   в уравнение (2.56) и найдем цепочку уравнений для 
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….. и т.д. 

Используя преобразования координат  
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Приведем систему (2.59)   к каноническому виду 
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 ……и т.д. 
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 ),.....,(),,( 1100  VVVV   

 

Таким образом, мы получаем систему (2.64)  уравнений в частных производных с 

коэффициентами, не зпоследовательных приближений для решения сингулярно-

возмущенных задач сящими от .,  

Данная система решается обычными методами уравнений в частных производных при 

учете условий ее разрешимости в классе ограниченных функций. 
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2.3. Классы последовательных приближений дифференциальных уравнений 

Выше, мы рассматривали метод последовательных приближений для решения 

сингулярно-возмущенных задач на примерах обыкновенных дифференциальных уравнений 

вида 
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Класс подобных уравнений будем обозначать  
1

2

0R . Можно привести и другие примеры 

построения асимптотического решения по схеме метода последовательных приближений  
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Уравнения вида )69.2()66.2(   будем соответственно называть  
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0R  классами обыкновенных дифференциальных уравнений. 

Рассмотрим далее, классы последовательных приближений уравнений третьего 

порядка 
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Аналогично, можно построить классы последовательных приближений для уравнений 

четвертого порядка и т.д. 
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 …………. и т.д. 

 

Покажем, например, для уравнений второго порядка, каким образом можно находить 

асимптотическое решение класса  
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0R  . Положим 
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 , тогда уравнение данного класса 

примет следующий вид 
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Асимптотическое разложение решения уравнения (2.82) будет иметь следующий вид 
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 Подстпоследовательных приближений для решения сингулярно-возмущенных задач м 

(2.83) в уравнение (2.82) и определим систему уравнений для нахождения коэффициентов 

асимптотического разложения (2.83) 

 























nn FuL

FuL

FuL

uL

......

0

22

11

0

 (2.84) 

 Где 

)),......1(1()
2

1
()

4

1
(

,,
24

01112

010112

22














uupAuF

upuAF
d

dA
p

d

dA
L

 (2.85) 

Далее запишем условие разрешимости системы (2.84) 
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 …… и т.д. 

Подстпоследовательных приближений для решения сингулярно-возмущенных задач м 

,......, 21 FF и т.д. в условие разрешимости 
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Из первого уравнения системы (2.84) получим  
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Положим  ip 1
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Далее, рассмотрим второе условие разрешимости, учитывая, что 
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Из данного равенства определяются условия выбора ,....., 1R , которые получаются 

после отделения действительной и мнимой части в (2.93). 

Аналогичным образом можно построить асимптотические решения, используя метод 

последовательных приближений для решения сингулярно-возмущенных задач и для других, 

перечисленных выше классов. 

2.4. Классы последовательных приближений уравнений в частных производных 
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Таким образом, мы получили классы  
1

1
чR ,  

2
1
чR ,  

3
1
чR ,  

4
1
чR ,  

5
1
чR  уравнений в частных 

производных. 

Далее, запишем классы последовательных приближений уравнений в частных 
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Комбинируя попарно члены уравнений можно определить и остальные классы 

последовательных приближений уравнений в частных производных второго порядка и т.д. для 

уравнений n ого порядка. 

Данные примеры показывают, что область применения метода последовательных 

приближений нетривиальна, т.е. этот метод применим для построения асимптотических 

разложений решений широкого множества дифференциальных уравнений. 

Выше мы привели примеры классов последовательных приближений для решения 

сингулярно-возмущенных задач с алгебраической особой точкой вида y . 

Аналогично можно построить классы последовательных приближений для решения 

сингулярно-возмущенных задач с другими особыми точками. 

2.5. Метод последовательных приближений для систем обыкновенных 

дифференциальных уравнений 

Будем рассматривать системы с двумя неизвестными 

 

 














0)(

0)(

21
21

21

21
1

1

uu
x

a
u

uu
x

a
u





 , (2.102) 

Далее, рассмотрим еще некоторые системы второго порядка 
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 ……………….и т.д. 

 

Рассмотрим в качестве примера систему (2.103) при 2  

Асимптотическое решение в этом случае будет иметь вид 
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Подстпоследовательных приближений для решения сингулярно-возмущенных задач м 

в (2.103) при 2  асимптотическое разложение (2.103), в результате получим систему для 

определения коэффициентов асимптотического разложения . 
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………… и т.д. 

 

Далее, запишем вторую рекуррентную систему 
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Далее, запишем условие разрешимости системы (2.111) 
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Рассмотрим теперь следующую систему, ее асимптотическое решение будем искать в 

виде. 
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Первая рекуррентная система будет иметь вид 
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Где  ,()( 201012012101111 uuauauaF    (2.118) 
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Далее, запишем вторую рекуррентную систему 
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 ………………………………………………… 

Где  ,()( 201022022102121 uuauauaF    (2.121) 
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Условия разрешимости системы (2.116), (2.119) будут соответственно 
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Таким образом, мы показали, как возможно применение метода последовательных 

приближений для решения сингулярно-возмущенных задач для построения асимптотических 

решений систем обыкновенных дифференциальных уравнений. 
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Согласно методу, последовательных приближений одно фазовое асимптотическое 

разложение решения имеет вид 
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Подстпоследовательных приближений для решения сингулярно-возмущенных задач м 

(2.137) в систему (2.125) и найдем систему для определения коэффициентов асимптотического 

разложения (2.127) 
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Далее, из системы (2.126) получим 
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 xxtt uauauuF 12221112121122 (   (2.135)  

 ………………. и т.д. 

 

Далее, запишем условие разрешимости систем (2.128), (2.132)  
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Перепишем уравнения (2.136)-(2.139) следующим образом. 
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Положим 
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Обозначая, коэффициенты соответственно 
121122122111 ,,,,, ffAAAA  получим. 



Сингулярно возмущенные системы оптимального управления 
М.А. Ковалева 
А.Л. Рутковский 

 

 
http://izd-mn.com/ 37 

 

 














0

0

22021201
02

21021101

01

AuAu
d

du

AuAu
d

du




 , (2.143)  

 

 














1222121211
12

1121121111
11

fAuAu
d

du

fAuAu
d

du




 , (2.144)  

 

Где 
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Умножив (2.143) на 01u , а (2.144) на 02u  проинтегрируем по   в результате получим. 
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Складывая данные уравнения, найдем. 
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Положим, что 
2112 AA  , тогда левая часть (2.146) будет равна нулю, следовательно 

 

    dufduf 02120111 =0, (2.147)  

Из условия 
2112 AA  , следует, что  

 

21122211

2112221121122211

,

,,,,

cccc

bbbbaaaa




. 

 

Аналогичным образом, можно рассмотреть системы с тремя неизвестными функциями. 

Так , например 
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Асимптотическое решение будем искать в виде 
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Система для определения коэффициентов асимптотического разложения будет иметь 

вид 
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Так же, как это было сделано выше, можно вывести условие разрешимости. 
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 . (2.156)  
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 Глава 3. Метод последовательных приближений для нелинейных 

уравнений 

3.1. Некоторые обобщенные варианты метода ВКБ 

Первоначально метод последовательных приближений для решения сингулярно-

возмущенных задач возник, как непосредственный аналог нелинейного метода ВКБ в случае, 

когда уравнение имеет алгебраическую особую точку типа 0, yy  и уже впоследствии, 

было установлено его естественное «генетическое» родство с методом Фробениуса. 

 Учитывая сделанное замечание, рассмотрим некоторые обобщенные варианты 

нелинейного метода ВКБ.  

 Пусть имеем многомерное уравнение КДФ (Кортевега - де Фриза) 
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xxx

div гладкие ограниченные функции 

Многофазовым по различным направлениям асимптотическим решением уравнения 

(3.1) будем называть функцию[12,15] .  
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

 , (3.2) 

 

которая с точностью до бесконечно малых )( MO   удовлетворяет уравнению(3.1). Здесь 

ju гладкие, ограниченные по своим аргументам функции. 

Далее, определим пространство функций, которому принадлежат ,,..,, 21 kVVV  

ninjtx jiij ,...2,1,,...2,1,/))((   . Пусть  TRR x ,0( 11    линейное пространство 

бесконечно дифференцируемых функций  TRtxRtxff ,0),(,),,,( 11   . Для всякой функции 

f  на любом компакте  TRK x ,0
1
  равномерно имеют место условия. 
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Найдется функция, ),( txf   для которой выполнены условия. 
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Где ,,, qnm некоторые целые неотрицательные числа, .),( Ktx    TRK ,01    

  

Далее, рассмотрим линейное пространство в   функций ),,( txf   для которых 

равномерно на любом компакте  TRK ,01   наряду с условиями (3.3), (3.4) имеет место 

условие  

 
 0),,(lim 
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txf 
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Данное пространство обозначим через  ),0(
11

TRRSS x    Аналогичным образом 

строятся обобщения пространств S,  на случай многофазовых решений. 

Асимптотические решения, для которых jj Vu ,  принадлежат соответственно указанным 

пространствам  
kj VVVSVCu ,....,,, 210 , будем в дальнейшем называть быстро убывающими 

решениями. 

Для простоты изложения рассмотрим следующее уравнение КДФ 

 

 0)()(3)( 3

21
21

2121










 u

xx
uuuuuu

xxxxt   . (3.5) 

 

Подставляя (3.2) в уравнение (3.5) определим систему уравнений для определения 

2111,, ju  
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 (3.7) 

21, FF некоторые полиномы от 1010 ,,, VVuu  и их производных.  

Учитывая, что u является быстро убывающей функцией, получим систему для 

определения .,..., 10 uu и т.д. 
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Далее, запишем начальные условия 

 

 ),,,(),(),,( 2111000 yxVyxuyxtu   (3.9) 

 

Учитывая условия (3.9), сформулируем задачу Коши для уравнений (3.10) следующим 

образом 
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 …………. и т.д.  

 

Систему (3.6) приведем к каноническому виду. Рассмотрим первое уравнение. 
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Положим 021212021111 3,3 uu     (3.12)  

Учитывая преобразования 
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Приведем уравнение (3.11) к каноническому виду 

 

 03 030020    WWWW , (3.14) 

  

Положим  22  и учитывая, что 
3
23 2   получим 
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Известно, что двух солитонное решение [12] уравнения (3.15) имеет вид 
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Применяя преобразование (3.13) к последним уравнениям системы (3.6) приведем ее к 

каноническому виду. 

Далее, решение находится, как решение системы неоднородных уравнений, а 

неизвестные гладкие функции определяются из условия разрешимости этой системы. 

Покажем теперь, как можно поострить одно фазовое по связанным направлениям yx   

решение уравнения вида (3.5).  
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Подставляя u  в уравнение (3.5) получим систему для определения функций  

,..2,1,0, ju j  и т.д. 
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Далее, найдем систему для определения функций jV . 
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Найдем выражение для главного члена асимптотического разложения (3.18) 
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Проинтегрируем его в классе быстро убывающих функций 
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Умножим (3.24) на 
120V  и проинтегрируем по 

12  в результате будем иметь 
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Положим   )62(
2

1
02112 u и из (3.25) найдем [34].  

определенным образом организованные структуры уравнений, которые допускают 

решения только при помощи квадратур. 

В методическом плане мы будем опираться на концепцию развития применительно к 

нелинейным уравнениям. Для того, чтобы выяснить общие основания для сравнения 

различных нелинейных уравнений рассмотрим следующий нелинейный пример. Пусть имеем 

нелинейное уравнение четвертого порядка. 
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Найдем стационарное решение  
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Гладкие функции, входящие в ,......., 10 VV определяются известным образом 

Далее, найдем асимптотическое решение при помощи нелинейного метода ВКБ 

некоторых нелинейных уравнений высокого порядка. 
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 0)()( )(5
4222  xxxxxt uuxbuuxau   (3.28) 
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422  xxzxt uuuuuzxau   (3.29) 

0)())(,()(),( )(5)(5
4222  zxzzzxxxzxt uuuuzxbuuuzxau   (3.30) 

 

Первоначально рассмотрим уравнение (3.27). Асимптотическое решение этого 

уравнения будем искать в следующем виде 
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Будем считать , что ,...2,1,0, ju j  гладкие быстро убывающие функции 
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Подставляя (3.31) в уравнение (3.27) найдем рекуррентную систему для определения 

функций ju  
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Найдем выражение для главного члена асимптотического разложения (3.31). Для этого 

рассмотрим следующее дифференциальное уравнение 
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Продифференцируем )( 0uU  три раза по   в результате будем иметь 
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Если теперь сравнить первое уравнение системы (3.32), с уравнением (3.38) 

то можно заметить для того, чтобы они были эквивалентны, необходимо положить. 
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 )()(
2

45 22  aA   , (3.40) 

 

Таким образом, если бы мы знали решение уравнения (3.36) то оно, как мы показали, 

совпало бы с решением уравнения (3.32). Используя результаты работы [21,22] можно 

показать, что решение уравнения (3.36) представляется в следующей форме [35,36].  
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Аналогичным образом рассмотрим уравнение (3.28) и найдем для него рекуррентную 

систему 
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 (3.45) 

Найдем главный член 0u  асимптотического разложения. Для этого рассмотрим 

дифференциальное уравнение пятого порядка. 

  

 0)()(33))(( 0000000)(05   uuUuuuUuuUu  (3.46) 

 

Проинтегрируем данное выражение два раза по   в результате получим 

 

 AuuUu   000 )(2  (3.47) 

 

Интегрируя (3.47) по   найдем 

 

 kAuUu   )(2 00  (3.48)  

 

Если положить 0 kA  , тогда получим 
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Учитывая последнее выражение, получим 

 

 0))(3(
2

1
))((2 0

2

0)(05   uUUUuUEUu  (3.50) 

 

Далее, найдем 
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Его решение имеет следующий вид  
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Для того, чтобы уравнение (3.51) было эквивалентно первому уравнению системы 

(3.42)   необходимо положить. 
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Сдвиг фазы солитона (3.52) 0  определяется из первого условия разрешимости 
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Подставляя функцию 
1F  в равенство (3.54) , вычисляя интеграл можно получить 

уравнение для определения .0  

Решение уравнения два системы (3.42)   имеет вид 

 

 1101 VRuu   (3.55) 

 

Подстпоследовательных приближений для решения сингулярно-возмущенных задач м 

1u  во второе условие разрешимости 
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Подстпоследовательных приближений для решения сингулярно-возмущенных задач м 

1u  в (57) и преобразуем, полученное выражение в результате получим 
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Решение третьего уравнения системы (3.42)  имеет вид 2201 VRuu   ,где 
2R  

определяется из третьего условия разрешимости системы (3.42). Остальные решения 

находятся аналогичным образом. 

Используя нелинейный метод ВКБ можно определить таким же образом 

асимптотическое решение уравнений (3.29), (3.30) многофазовые по различным 

направлениям. 

3.2. Применение метода последовательных приближений для построения 

асимптотических решений некоторых нелинейных уравнений с алгебраическими 

особыми точками 

Рассмотрим следующие уравнения 
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 (3.61) 

Будем искать двух фазовое по различным направлениям асимптотическое 

Решение уравнения (3.60) 
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Подставляя (3.62) в уравнение (3.60) найдем рекуррентную систему для нахождения 
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),( 1022 uuFF  , … и т.д. (3.66) 

Аналогично находятся уравнения, определяющие асимптотическое разложение 

решения уравнения (3.61). 



Сингулярно возмущенные системы оптимального управления 
М.А. Ковалева 
А.Л. Рутковский 

 

 
http://izd-mn.com/ 48 

 




















































................

),(ˆ

)(ˆ

0)(

)()
22

(

1022

011

0
5

0
322

0
1

0000
2

0201 212121

uuFuL

uFuL

zx

u
zx

b
x

u
x

uuuuauu


 


 (3.67)   

Используя линейные преобразования 
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Приведем системы (3.63), (3.67)  к каноническому виду. Первая система будет иметь 

вид. 
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Найдем далее, решение уравнений 
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BbAa   , тогда данные уравнения перепишутся 

следующим образом [34-38]. 
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Решения уравнений (3.71), (3.72) имеют следующий вид 
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Таким образом, мы получили выражение для главных членов многофазовых по 

различным направлениям асимптотических решений уравнений (3.71),(3.72). 

Гладкие функции, входящие в данные выражения определяются обычным образом 

исходя из условия разрешимости. 

Предложенную здесь схему нелинейного метода последовательных приближений для 

решения сингулярно-возмущенных задач [14-18, 33,34] можно использовать и для других 

нелинейных уравнений с особыми точками, например. 
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Вообще говоря, можно записать уравнение произвольного порядка, аналогичное 

уравнению (3.70). 
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имеющее многофазовые асимптотические решения.  

В заключении данного параграфа рассмотрим систему нелинейных уравнений с 

алгебраической особой точкой y  , которая является обобщением системы уравнений 

парных КДФ 
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Асимптотическое разложение решения системы (3.72) будет иметь вид 
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ii Vu , гладкие, быстро убывающие функции. Подстпоследовательных приближений 

для решения сингулярно-возмущенных задач м Vu, в (76) и найдем рекуррентную систему 

для определения ii Vu , , ., 21   
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Аналогично можно найти ),,,( 11001212 VuVuFF   

Далее, для второго уравнения системы получим 
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Приведем систему (3.78) и (3.82) к каноническому виду. Так из первой системы будем 

иметь 
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Из второй системы получим 
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Решая попарно уравнения системы (3.86), (3.88) можно найти асимптотическое 

решение системы парных уравнений КВФ. 

Рассмотрим первые уравнения данных систем. 
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Учитывая результат работы [35], решение системы (3.90) можно записать в следующем 

виде 
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Здесь  21,),,,(, kktzxccc  постоянные интегрирования 
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Функция F  определяется из уравнения 
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Дальнейший ход решения производится по общей схеме метода последовательных 

приближений, изложенной выше. В следующем параграфе покажем, как возможен метод 

последовательных приближений в случае построения асимптотических решений уравнений 

произвольного порядка. 
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 Глава 4. Асимптотические решения некоторых нелинейных уравнений 

произвольного порядка 

Выше мы рассматривали уравнения относительно низкого порядка. Остановимся далее, 

на вопросе построения асимптотических решений уравнений произвольного порядка.  

 Покажем, что во множестве нелинейных уравнений можно найти го уравнения, где 

ctx  . Подстпоследовательных приближений для решения сингулярно-возмущенных задач 

м )(u  в (4.1) и определим уравнение, из которого можно найти профиль стационарной волны. 

 

 0)( )(4
22   uuuuac  (4.2) 

 

Положим uV  , тогда из(4.2) будем иметь 

 

 0)( )(3
22   VVVVac  (4.3)  

 

Положим, что решение этого уравнения имеет вид )( txV   . 

Подстпоследовательных приближений для решения сингулярно-возмущенных задач м V  в 

(3) в результате получим 

 

 0)(3   VVVV  (4.4)  

 

 Для того чтобы (4.4) было эквивалентно (4.2) положим. 

 

  22 ac  (4.5) 

 

Таким образом, решение уравнения (4.4) при условии (4.5) является интегралом от 

решения уравнения (4.2) равного u . Далее, рассмотрим уравнение 

 

 0)(5
2  xxxxxxxxxttt WWWWaW  (4.6) 

 

Пусть вид )( txW   , тогда уравнение, определяющее стационарное решение для (4.6) 

будет иметь вид 

 

 0)( )(5
32   WWWWa  (4.7) 

 

Положим WV  , тогда из (4.7) получим  

 

 0)( )(4
32   VVVVa  (4.8) 

 

уравнение, которое эквивалентно уравнению (4.2) при условии 

 

 )( 3222  aac  (4.9) 

 

Решение уравнения (4.7), как видим, является интегралом от решения уравнения (4.8) 

при условии (4.9). Таким образом, можно сделать вывод, что существует связь, согласно, 

которой эти решения отличаются друг от друга лишь интегралами, т.е. они когомологически 

эквивалентны. 
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 Наличие данной эквивалентности дает повод сделать другой вывод, что с 

простейшими интегрируемыми уравнениями и уравнениями высокого порядка существует 

также связь. Смысл этой связи состоит в том, что простейшие интегрируемые уравнения 

порождают сложные интегрируемые уравнения. 

 По-видимому, один из элементарных способов такого порождения мы 

продемонстрировали выше (в дальнейшем, аналогичные процедуры мы будем называть 

интегрируемыми продолжениями данных уравнений). 

 Положим, что мы имеем множество нелинейных уравнений, связанных при помощи 

интегрируемого продолжения. 
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По определению это означает, что 
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Последовательности (4.11) соответствует обратная последовательность 
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Здесь )(iu  нулевые формы, для оператора дифференцирования d . На замкнутых 

путях, будет иметь место равенство 

 

 02 iud  . (4.13) 

 

Рассмотрим далее, обобщение последовательности (4.12) 
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Здесь iA дифференциальные операторы, iT соответствующие обратные операторы. 

Так первое интегрируемое продолжение, выполненное при помощи некоторого 

дифференциального оператора 1A для уравнения КДФ можно записать следующим образом. 
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Здесь в качестве оператора 
1A  можно было бы взять, например, оператор 

xt 







). 

Второе интегрируемое продолжение можно записать следующим образом. 
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Таким же образом, можно построить k ое интегрируемое продолжение при помощи 

оператора 1kA . Обобщение последовательности (4.11) будет иметь вид. 
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Здесь ),( 11   kkG  функция Грина для оператора iA . Учитывая, выше изложенную 

концепцию интегрируемого продолжения, дадим некоторые определения полезные при 

классификации интегрируемых продолжений. 

 Рассмотрим некоторые формы организации присущие интегрируемым продолжениям. 

 Пусть iL последовательность из N  эллиптических дифференциальных операторов, 

действующих соответственно следующей диаграмме. 
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( iE расслоение, образованное решениями iu  с базой x ) 

Пусть для iL  и 
1iL  выполняется следующее равенство 

 

 1iL iL =0 . (4.20) 

 

Совокупность iL  и iE , указанную выше, будем называть эллиптическим комплексом. 

В качестве iL  мы будем использовать операторы iA  в (14). 

 Далее, введем понятие лапласиана и даламбертиана эллиптического комплекса.  

i  ым лапласианом, связанным с эллиптическим комплексом (19) , будем называть 

следующий дифференциальный оператор. 

 

 iiiii LLLL 11     , (4.21) 

 

Здесь iL  оператор, сопряженный с iL . Далее, i  ым даламбертианом, связанным с 

эллиптическим комплексом (4.19) будем называть дифференциальный оператор вида. 

 

iiiii LLLL
ˆˆˆˆ

                                            11     . (4.22) 

 

Мы, рассматриваем это понятие применительно к схеме интегрируемого продолжения 

дифференциальных операторов. 
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 Далее, рассмотрим p ую группу когомологий для эллиптического комплекса (4.19). 
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Группы когомологий )(LH p
, связанные с комплексом L  позволяют ввести некоторые 

числовые характеристики (эйлерова характеристика), связанные со структурой 

интегрируемого продолжения дифференциальных операторов. 

 Пусть p
p bLH ))(dim( . Как известно, величины pb  являются топологическими 

инвариантами и называются в алгебраической топологии числами Бетти. 

 Учитывая сделанные замечания, Эйлерову характеристику эллиптического комплекса 

(эллиптического интегрируемого продолжения) определим в следующей форме. 
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здесь X база расслоения iE . 

Применим теперь, вышеизложенные соображения к вопросу построения 

асимптотических решений дифференциальных уравнений произвольного порядка с 

негладкими коэффициентами. 

Это становится возможным, если соединить идею интегрируемого продолжения со 

схемой метода последовательных приближений для решения сингулярно-возмущенных задач. 

Проиллюстрируем данные замечания на примере. Пусть имеем следующее 

дифференциальные уравнения, которые интегрируемо продолжены между собой. 
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Таким образом, мы получаем последовательность, интегрируемо продолженных 

уравнений при помощи оператора ).,(
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Асимптотическое решение системы (25) будем искать в следующей форме 
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Подставляя функцию 
1u  в первое уравнение (4.25) и приравнивая нулю, коэффициенты 

при 
2/iy  получим рекуррентную систему для нахождения коэффициентов kuuuu 1121110 ,.....,,,  и 

т.д. 
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Из второго уравнения (4.25) будем иметь 
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Из третьего уравнения системы (4.25) получим  
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Далее, запишем условия разрешимости для систем (4.28) – (4.30).    

Для первой системы 
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Для второй системы 
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Для третьей системы 
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Используя первую систему, а также условия разрешимости (4.31) – (4.33) можно найти 

асимптотическое решение k ого интегрируемого продолжения. 
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Глава 5. Методы построения асимптотической теории оптимального 

управления кинетическими процессами в технологических объектах 

 5.1. Асимптотическая теория оптимального управления 

Теория оптимального управления технологическими объектами к настоящему времени 

получила широкое развитие [13- 42].  

С другой стороны переходные процессы, проходящие, в данных объектах еще мало 

изучены, а теория оптимального управления данными процессами находится на стадии 

зарождения. 

В связи с этим в статье предлагаются некоторые новые подходы к решению вопросов 

асимптотической теории оптимального управления кинетическими процессами, 

проходящими в промышленных объектах. Постановка линейной задачи оптимального 

управления хорошо известна, она имеет вид: 

 

 )()()( tDdTButAXX   , (5.1)  

 

 )(tCXY   , (5.2) 

 

 ),......,,,,,( 21 nXXXZZ  , (5.3) 

 

 












0),....,(

..........................

,0),....,(

21

2111

nmm

n

XXXff

XXXff

 ; (5.4)  

 

 












,21

12111

),....,(

......................................

,),....,(

pnpp

n

LXXXll

LXXXll

 (5.5) 

 

Здесь  ),.....,( 21 nXXXX переменные состояния объекта, 

  )..,.........,( 21 ruuuu управления объекта, 

  )...,.........,( 21 ndddd возмущения,  

DCBA ,,, соответствующие матрицы коэффициентов, Z целевая функция, 

экстремум которой определяется в результате решения задачи (5.1)-(5.5). 

(5.4)-функциональные ограничения, (5.5)- граничные условия. 

При моделировании систем с распределенными параметрами применяются уравнения 

с частными производными. Данные уравнения выводятся с помощью фундаментальных 

законов сохранения соответствующих физических величин. Так в случае процессов с 

теплопередачей, массопередачей и химическими реакциями уравнение (5.1) будет иметь вид: 
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Рассмотрим далее, технологический объект, с системой оптимального управления. 
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   (5.7) 

 
 малый параметр. 

Для простоты будем рассматривать одномерный случай. Исходя из (5.7), не  

трудно видеть, что ),,( tXX   а также ),( tuu   будет последовательных 

приближений для решения сингулярно-возмущенных задач сеть от малого параметра .  В 

связи с этим оптимальное решение задачи (5.7) будем искать в виде степенного ряда по .  
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 , (5.8) 
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. (5.9) 

 

Подставив последовательные приближения для решения сингулярно-возмущенных 

задач (5.8) и (5.9) в уравнение (5.6) и целевую функцию (функционал), в результате получим 

рекуррентную систему задач оптимального управления, каждая из которых уже не 

зпоследовательных приближений для решения сингулярно-возмущенных задач сит от малого 

параметра  
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…………………………………………………. т.д. 

Решая последовательно задачи (5.10) можно найти 
;,......,, 210 nXXXX
 

,,.......,, 210 nuuuu
 а тем 

самым и (5.8), (5.9). 

 Аналогичным образом, можно найти рекуррентную цепочку задач оптимального 

управления для уравнения: 
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 (5.11) 

 

 ),( uXJJ   . (5.12) 

 

Данная цепочка будет иметь вид:  
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Замечание 1 Уравнение (5.6), (5.11) заменой VX 
 можно свести к стандартной 

системе управления первого порядка. 

Определение 1 Системы подобные (5.6), (5.11), т.е. такие в которых малый параметр   

стоит не при старших производных, в дальнейшем будем называть регулярно возмущенными. 

Если же малый параметр   стоит перед старшими производными, тогда такие системы 

оптимального управления (по аналогии с дифференциальными уравнениями) будем называть 

сингулярно возмущенными. Далее, мы покажем, что регулярно возмущенные и сингулярно 

возмущенные задачи оптимального управления имеют качественно различные подходы к их 

решению. 

5.2. Сингулярно возмущенные системы оптимального управления 

Рассмотрим объект, с сингулярно возмущенной по малому параметру   системой 

оптимального управления. 

 

 ,2 uQVVPV     (5.14) 

 
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t

t

dtuVLuVJ  (5.15) 

Здесь V переменные состояния, u  управления, QP, коэффициенты,  малый 

параметр. 

По аналогии с методом Уизема [15], из теории дифференциальных уравнений, решение 

задачи (14), (15) будем искать в следующем виде: 

 

 ...,)(....)()()(),,( 2
210  n

nVVVVtV   (5.16) 
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210  nuuuutu   (5.17) 

 

где ,/)(  tS  )(tS некоторая гладкая, ограниченная функция. Подставляя (5.16), 

(5.17) в (5.14),(5.15) в результате получим рекуррентную цепочку систем оптимального 

управления:  
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перепишем систему (5.18)  следующим образом:  

 

nn uSVVL

uSVVL

uSVVL

uSVVL

uVL

n


































)1(

........

,

,

,

,

#23

212

101

00

 , (5.19) 

  



Сингулярно возмущенные системы оптимального управления 
М.А. Ковалева 
А.Л. Рутковский 

 

 
http://izd-mn.com/ 61 

 

Положим далее, ,00 Fu   201 FSVu  
 , ,.........313 FSVu  

 и т.д. Затем 

предстпоследовательных приближений для решения сингулярно-возмущенных задач м 

систему (5.19) в следующем виде: 
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Здесь ,...,..............2
210  n

nJJJJJ  (5.21) 

 где );,( 0000 uVJJ  , … ),( nnnn uVJJ   - целевая функция. 

 

5.3. Распределенные сингулярно-возмущенные системы оптимального управления 

Как мы уже отмечали выше для моделирования систем с распределенными 

параметрами, в случае процессов с теплопередачей, массопередачей, химическими реакциями 

(основных технологических процессов) применяются уравнения с частными производными 

вида (5.6). Примерами таких уравнений являются реактивно – диффузные уравнения 

биологической синергетики: 
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 (5.21) 

 

Здесь ),( tXVi биомасса (или число организмов i  ого вида на единицу длины, 

,0 lX   l длина реактора, ijD коэффициент взаимной диффузии, iiD коэффициент 

диффузии  37  

Другой пример дает система диффузно – кинетических уравнений, применяемых при 

моделировании процессов, проходящих в химических реакторах: 
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Здесь обозначено:  
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  ),......,( 21 NdddD  , 

 )0( id диагональная матрица. Задача рассматривается в цилиндре с областью G  в 

сечении )),(,( 32 XXXGX   и образующей параллельной оси .1X  Основными 

бифуркационными  параметрами являются 
2

2

2

1 /1,/1 dl    , где l высота цилиндра, d

диаметр сечения,  время пребывания в реакторе, V скорость протока  .37  

Учитывая уравнения (5.21) и (5.22) запишем, соответственно сингулярно возмущенные 

системы оптимального управления: 
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где  ),......,,( 321 ruuuuu управление, 

 малый параметр,  

J оптимизируемый функционал. 
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 (5.24) 

 

Аналогично (5.16) и (5.17), запишем рекуррентную цепочку систем оптимального 

управления для уравнения (5.23). Положим для простоты ,)( uXVRDij   тогда после простых 

преобразований, получим: 
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 перепишем систему (5.25)  следующим образом: 

 

 

);,,,(,

.......................................

);,,,(,

);,,,(,

);,(,

00

22002222

11001111

000000

nnnnnn uVuVJJuVL

uVuVJJuVL

uVuVJJuVL

uVJJuVL

















 (5.26) 

 

Таким образом, мы получили рекуррентную цепочку оптимальных систем управления 

для сингулярно возмущенной системы (5.23) . Аналогично можно получить данную цепочку 

для системы (5.24). 

5.4. Системы оптимального управления, возмущенные по координате 

Далее покажем, что имеют место системы оптимального управления возмущенные, не 

по параметру, а по координате, например .t  Рассмотрим для этого следующий пример. 
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dnmmD ,,,, 0 некоторые постоянные, u управления. 

Не трудно видеть, что при 0t  два коэффициента данного уравнения обращаются в 

бесконечность, т.е., как говорят в теории дифференциальных уравнений, имеют особые точки. 
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Для того, чтобы регуляризовать задачу оптимального управления, порождаемую 

уравнением (5.27) применим метод последовательных приближений для решения сингулярно-

возмущенных задач [17] аналогично методу Уизема. 

Согласно данному методу V  и u  будем искать в следующем виде: 
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 (5.28) 

 tXS /)(  (5.29) 

 

Подстпоследовательных приближений для решения сингулярно-возмущенных задач м 

(5.28) и (5.29) в уравнение (5.27) в результате найдем рекуррентную цепочку уравнений, 

представляющую систему оптимального управления: 
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 и т.д. 

Положим, что ,
2
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
 тогда систему (5.30) перепишем в более 

компактном виде. 
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),......,,();,,,();,( 1111110011001111 uVuVJJuVuVJJuVJJ   ,  

 

где XSVmVF 1010   , ,......11001   unVSVmF X и т.д. 

 

Таким образом, мы получаем в компактном виде рекуррентную цепочку оптимальных 

систем управления, каждую из которых можно уже решать известными методами 

оптимального управления. 
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Глава 6. Методы построения асимптотической теории оптимального 

управления многофазовыми кинетическими процессами в 

технологических объектах 

6.1. Введение в многофазовую теорию 

Технологические процессы, проходящие в современных технических объектах, имеют 

сложный, системный характер [1,2], данные процессы имеют тенденцию к развитию их 

многофазовости. В изучении многофазовых технологических явлений важную роль играет 

математическое описание, соответствующих оптимальных систем управления. 

 Учитывая сказанное, в статье рассматривается ряд новых подходов к решению задач 

асимптотической теории оптимального управления многофазовыми кинетическими 

процессами, протекающими в промышленных объектах. 

Рассмотрим задачу оптимального управления, которая имеет вид: 

 

 ,2  MuQXPXX   (6.1) 

 ),,( uXJJ   , (6.2) 

 

здесь: MQP ,,  гладкие, ограниченные функции от ,t  (коэффициенты) ;   малый 

параметр, u управление, J функционал экстремум, которого определяется. 

Учитывая метод Уизема, применяемый в асимптотической теории дифференциальных 

уравнений [15], регуляризацию задачи (6.1), (6.2) будем проводить в следующем виде:  

 

 ......),(),(),(),,( 2

210   tXtXtXtXX  , (6.3) 

.....),(),(),(),,( 2

210   tutututuu  , (6.4) 

 

где ),,...,( 21 p    /ii S , ),( tX i  гладкие, ограниченные функции, iu

непрерывные, ограниченные функции. 

Подстпоследовательных приближений для решения сингулярно-возмущенных задач м 

(6.3), (6.4) в (6.1), (6.2) и найдем цепочку регуляризованных задач оптимального управления. 

Для простоты, далее, будем считать ),,( 21    ),( 21 ii uu  . 

Приравнивая нулю, коэффициенты при i , где ,.....2,1,0i получим систему 

рекуррентных уравнений для определения iX  ,....2,1,0i  
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 …………………… и.т.д. 
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Далее, запишем последовательность оптимизируемых функционалов:  

 

 ),,( 00 uXJJ   ),,,,( 0011 uXuXJJ   ),,,,( 0022 uXuXJJ  ……… и т. д. 

Для упрощения системы n)5.6( , аналогично работе [15], применим преобразование фаз 

21 , .  

  xt SS 1111 ),(  ,  xt SS 2222 ),(   

В нашем случае, ,0 поэтому система (6.5) в переменных ,  будет иметь вид: 
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Здесь ii UW ,  функции iX  и управления iu  в новых переменных ,  )0(   

Последовательность оптимизируемых функционалов в новых переменных запишется. 

 

),,( 0000 UWRR   ),,,,( 110011 UWUWRR   ),,,( 220022 UWUWRR   …..и т.д.  

6.2. Сведение задачи оптимального управления для уравнения второго порядка к 

последовательности рекуррентных систем первого порядка 

Выше мы рассматривали задачу оптимального управления для уравнения (6.1) второго 

порядка. 

Сведем, данную задачу к последовательности рекуррентных систем первого порядка 

для этого положим 
1XX  , тогда задачу (6.1), (6.2) можно записать следующим образом: 
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 (6.7) 

 

Пусть даны, в фазовом пространстве X ),( 21 XX  точки 1X ),( 2
1

1
1 XX  и  2X ),( 2

2
1

2 XX  

необходимо найти траектории, проходящие через точки 1X  и 2X , а также управления u , 

минимизирующие функционал .L   

 Далее, применяя метод Уизема регулируем задачу оптимального управления (6.7). 
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Здесь  /S ,  )(tSS  гладкие ограниченные функции. Функция S определяется 

из условия периодичности, а также из условия разрешимости[15]. Подстпоследовательных 

приближений для решения сингулярно-возмущенных задач м (6.8) в систему (6.7) и 

приравняем нулю коэффициенты при k  в результате получим  

последовательность задач оптимального управления 

 

 :0  

SuQXX
d

dX

SX
d

dX





/)(

,/

00102
02

02
01









 (6.9) 

 

 dfL

X

X



2
02

1
01

0000  

  

 :1  

SMuQXXX
d

dX

SXX
d

dX

t

t





/)(

,/)(

11111202
12

1201
11









 , (6.10) 

 

 dfL

X

X



2
12

1
11

1010  

 :2  

SuQXXX
d

dX

SXX
d

dX

t

t





/)(

,/)(

2212212
22

2211
21









 , (6.11) 

 

 dfL

X

X



2
22

1
21

2020   

 :3  

3313222
32

3221
31 ,

uQXXXS
d

dX

XXS
d

dX

t

t














 , (6.12) 

 

dfL

X

X



2
32

1
31

3030  

 

……. и т.д. 
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 Запишем, учитывая принцип максимума Понтрягина  13  последовательность 

сопряженных систем для (6.9)-(6.12). Пусть дана система 

),( uXf
dt

dX i
i

 , ),....2,1,0( ni  , 

 

выбрано допустимое управление u , а также получена фазовая траектория с начальным 

условием, тогда система 
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имеет единственное решение, где ),....,( 10 n . Учитывая функции, i  запишем 

функцию Гамильтона: 
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 Соответствующая последовательность функций Гамильтона для (6.9)-(6.12) будет 

иметь следующий вид:  
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 и т.д. 
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……… и т. д.,  

 

здесь ijf правые части системы (6.9)-(6.12) )2,1,( ji ,  
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Для оптимальности управления u  траектории X  необходимо существование такой 

ненулевой непрерывной вектор – функции ),......,( 10 n , соответствующей функциям u  и 

.X , что при любом ),( 21 ttt  функция ))(),(),(( tutXtH  переменного Uu  достигает в 

точке u  максимума, ( U область изменения управления). Аналогичные рассуждения 

применяются к (6.9)-(6.16). Далее, применим к задаче (6.7), принцип динамического 

программирования, запишем рекуррентную систему уравнений Беллмана для системы (6.9)-

(6.12).  
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 и т.д. 

Таким образом, сингулярно возмущенную задачу (6.7) оптимального управления 

можно свести к рекуррентной цепочке (6.9)-(6.12) регулярных задач оптимального управления 

к которым можно применить известные методы оптимизации (принцип максимума 

Понтрягина[13], или динамическое программирование Беллмана). 

6.3. Системы оптимального управления многофазовыми кинетическими процессами 

при электролизе 

Рассмотрим, далее распределенную систему на примере кинетических процессов, 

возникающих при электролизе. Данные процессы описываются уравнением для потенциала 

электрического тока, представленным в работе[37]. 
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здесь ),,,( tzyx потенциал электрического тока в электролизной ванне при 

отсутствии внешнего напряжения между анодом и катодом, ,
1

CL
a   L коэффициент 

самоиндукции, C коэффициент емкости, C концентрация раствора электролита, F число 

Фарадея, k газовая постоянная, T абсолютная температура, d диэлектрическая 

проницаемость 

Данному уравнению соответствует уравнение для тока :
RT

F
  
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8 2

2

2
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ISh
kdT

CF
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I 
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
 (6.17) 
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Соответствующее, сингулярно возмущенное уравнение для уравнения (6.17) имеет вид: 

 ),(22

2

2
2 ICShIa

t

I





  (6.18) 

Здесь C далее будем рассматривать в качестве управления, а  ),( CImm как 

некоторый минимизируемый функционал, в частности массу осаждаемого на катоде вещества. 
  малый параметр. 

 Аналогично (6.3), (6.4) проведем регуляризацию задачи (6.18) 

 

 ..)(........)()()(),( 2

210  n

nIIIII   , (6.19) 

 ..)(........)()()(),( 2

310  n

nCCCCC   , (6.20) 

 

Положим, что ),,( 21    ,/11  S   /22 S , где 21, SS гладкие, ограниченные 

функции. В результате подстановки получим систему рекуррентных уравнений, 

описывающую в приближении ,....,, 210   систему оптимального управления 

кинетическими процессами, проходящими при электролизе. 
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………………………………. и т. д. 

. 

Данную систему можно переписать следующим образом: 
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 (6.21) 
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Система (6.21) является сложной системой нелинейных дифференциальных уравнений 

в частных производных с переменными коэффициентами. Ее решение является сложной 

задачей. Эта задача упрощается, если применить замену переменных: 
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После замены переменных первое уравнение системы (6.21) примет следующий вид: 

  

 0)(  WUShWW   , (6.22) 

 

где WU , есть функции ,0C  0I  в переменных .,  

Аналогичным образом, упрощалась рекуррентная система в работе [15] для уравнения 

Кортевега- де Фриза с переменными коэффициентами. Это уравнение имеет следующий вид 

 

 ,0)3( 43

2

21  uuuuu XXXXt    

 

Здесь ,1RX    ,,0 Tt   ),,( tXuu  искомая функция, описывающая поведение 

поверхности жидкости, )(1 XgH , )(
2

1 1

2 XgH  , 

)(
6

1 5

3 XgH , 
X14

2

1
   ,  0).(XH толщина слоя невозмущенной жидкости, 

g  ускорение свободного падения,  малый параметр, характеризующий величину 

дисперсии, что совпадает с полученными выше результатами. 

В главе представлен ряд новых подходов для определения многофазовых решений 

сингулярных систем оптимального управления кинетическими процессами в технологических 

объектах. 

 

 

  



Сингулярно возмущенные системы оптимального управления 
М.А. Ковалева 
А.Л. Рутковский 

 

 
http://izd-mn.com/ 71 

 

Глава 7. Методы построения асимптотической теории в процессе 

регуляризации дифференциальных игр 

7.1. Асимптотические методы в теории дифференциальных игр 

Современные технические объекты представляют собой сложные системы, в которых 

протекают технологические процессы противоположной направленности. [15-42]. 

Данные системные тенденции могут быть изучены при помощи математических 

моделей, представленных в теории игр (дифференциальные игры и т.п.).  

В статье рассматриваются игры, описываемые сингулярно-возмущенными 

дифференциальными уравнениями, применяются современные асимптотические методы 

(метод Уизема) [28]. Эти методы позволяют сингулярно-возмущенную игровую задачу свести 

к рекуррентной последовательности регулярных игр, которые уже решаются известными 

методами. 

В общем виде дифференциальные игры можно предстпоследовательных приближений 

для решения сингулярно-возмущенных задач ть следующим образом. Пусть имеем систему 

дифференциальных уравнений первого порядка. 

 

 ),..,,,..,,,.....,,( 2121321 qpnjj vvvuuuxxxxfx   , (7.1) 

 

или  

),,,( vuxfx   , (7.2) 

   )(),,(),( sHdtvuxGvuJ  , (7.3) 

 )()( xbuxa iii  , )()( xcvxd kik  , mi .....1 , ...1k , nj .....1 , (7.4)  

 

где 
n

n Exxxx  ),....,( 21  , p
p Uuuuu  ),.....,( 21  , q

q Vvvvv  ),....,( 21  . 

x  фазовые координаты, vu, управления, HG,  гладкие ограниченные 

функции. 

Если игра (7.1)-(7.4) имеет вид: 

 

 ),,,( vuxfx    (7.5)  

   )(),,(),( sHdtvuxGvuJ  (7.6) 

 

где  малый параметр, тогда ее будем называть сингулярно-возмущенной. 

В статье будем рассматривать способы, позволяющие свести сингулярно-возмущенную 

задачу (7.5),(7.6) к регулярной игровой задаче. 

Далее, для простоты, будем рассматривать двумерную задачу (7.5), (7.6). 

 

 ),,,,( 211 vuxxfx    (7.7)  

 ),,,,( 212 vuxxfx    (7.8) 

   )(),,,(),( 21 sHdtvuxxGvuJ , (7.9)  

 ),(),( 2121 xxbuxxa   , ),(),( 2121 xxcvxxd   , (7.10)  

 

Для регуляризации задачи (7.7)-(7.10) применим асимптотический метод Уизема [23-

27]. 

 
n

n txtxtxtxtx  ),(....),(),(),(),( 1
2

1211101   , (7.11) 
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n

n txtxtxtxtx  ),(....),(),(),(),( 2
2

2221202  . (7.12) 

Здесь  /s , )(ts , )(txij
гладкие ограниченные функции от .t  

 )(ts определяется из условия разрешимости (периодичности) [17-20].  

 

 
n

n tututututu  ),(....),(),(),(),( 2
210   , (7.13) 

 
n

n tvtvtvtvtv  ),(....),(),(),(),( 2
210   . (7.14) 

 

Подстпоследовательных приближений для решения сингулярно-возмущенных задач м 

асимптотические разложения (7.11)-(7.14) в уравнения (7.7)-(7.10) и приравняем нулю 

коэффициенты при 
k , где ,.....2,1,0k  . Для упрощения данной задачи положим, что 

функции 1f , 2f  имеют линейный вид 

 

 vuxnxmvuxxf 112111211 ),,,(   , (7.15) 

 vuxnxmvuxxf 222212212 ),,,(   . (7.16) 

 

Тогда задачу (7.7)-(7.10) можно будет записать следующим образом: 

 

  vuxnxmx 1121111    , (7.17) 

 vuxnxmx 2222122    , (7.18) 

  dtvuxxGvuJ ),,,(),( 21
, (7.19)  

 ),(),( 2121 xxbuxxa   , ),(),( 2121 xxcvxxd   . (7.20) 

 

Таким образом, приравнивая коэффициенты при 
k  нулю получим: 

 

:0   10x svuxnxm /)( 0101201101   , 

 

 20x svuxnxm /)( 0202202102   , (7.21) 

 

 dtvrurxRxRJ )( 02012021010   , 

 

 :1   11x sxvuxnxm t
/)( 101111211111   , 

 

 21x sxvuxnxm t
/)( 201212212112   , (7.22) 

 

 dtvrurxRxRJ )( 12112121111   , 

 

 :2   12x sxvuxnxm t
/)( 112121221121   , 

 

 22x sxvuxnxm t
/)( 212222222122    (7.23) 

 

 
 dtvrurxRxRJ )( 22212221212    
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………………………………………………….. 

 

:n   nx1 sxvuxnxm tnnnnn /)( ,1,1112111   , 

 

 21x sxvuxnxm tnnnnn /)( ,1,2222212   , (7.24) 

  

 dtvrurxRxRJ nnnnn )( 212211    

 

и т.д., получаем рекуррентную последовательность регулярно определенных 

дифференциальных игр. Данная последовательность асимптотически аппроксимирует 

сингулярно-возмущенную дифференциальную игру (7.17)-(7.20). 

Далее, запишем необходимый критерий (основное уравнение  39 ) определения 

существования решения дифференциальных игр (7.21)-(7.24). 

Данное уравнение имеет вид 

 

 ,0)),,(),,((maxmin)(   vuxGvuxfVxV j
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j
vu

 (7.25) 

 

Здесь )(xV цена игры. Для игр (7.21)-(7.24) уравнение (7.25) записываются следующим 

образом. 
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 ……………………………. 
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Здесь ........2  nVVVVV  , n
nGGGG   ......10

+…. 
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……………………… 
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где im , in , i , i некоторые постоянные 

7.2. Уравнения характеристик 

Аналогичным образом, также как и в работе  39 , получим необходимое условие для 

определения 1x , 2x , u , v . Для этого (7.11), (7.12), (7.13), (7.14) подстпоследовательных 

приближений для решения сингулярно-возмущенных задач м в основное уравнение  39  и 

приравняем нулю коэффициенты при 
k , ,....2,1,0k  Учитывая уравнения (7.7)-(7.9) в 

результате получим следующую систему характеристических уравнений, из которой можно 

определить 10x , 11x , 12x ,…… nx1 , 20x , 21x , …… nx2 , 0u , 1u … nu , 1v , 2v ,.. nv . 
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 Таким образом, выше было показано, что, применяя асимптотический метод Уизема, 

можно свести сингулярно – возмущенную дифференциальную игровую задачу к рекуррентной 

последовательности регулярных дифференциальных игр. Данная методика дает возможность 

построения игровых математических моделей, описывающих качественные изменения, 

проходящие в технических системах 
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Глава 8. Асимптотические методы регуляризации сингулярно – 

возмущенных стохастических задач оптимального управления 

8.1. Математическая формулировка стохастических задач синтеза 

Задачи построения оптимальных программ управления, оптимальных алгоритмов 

управления, оптимальных параметров системы управления и т.п. при учете случайных 

воздействий будем называть задачами стохастической оптимизации. 

Учитывая, что практически все системы действуют при случайных отклонениях 

параметров, в условиях неточной реализации законов управления и т.п. поэтому весьма 

актуален интерес ученых к задачам синтеза оптимальных стохастических систем управления. 

Приведем известную формулировку задачи оптимального управления для 

детерминированного случая. Будем предполагать, что система автоматического управления 

задана дифференциальными уравнениями. 

 

 ),...,,...,,( 11 rni
i uuxxtf

dt

dx
  , (8.1) 

 

с начальными условиями при 0t , 
0011 )0(,........)0( nn xxxx  . Здесь 010..... nxx  

некоторые постоянные величины, определенные для соответствующего режима работы 

системы. if ,  ni ,....2,1 некоторые заданные в общем случае нелинейные функции, которые 

задают управляемый объект. ix ,  ni ,...2,1 выходные координаты системы управления. 

Переменные управления, являются ограниченными неравенствами, следующего вида. 

 
jj Ctu )(  rj ,....2,1  (8.2) 

Здесь  0jC некоторые заданные постоянные числа. Функции )(tu j  непрерывны по t

, за исключением конечного числа точек – разрывов первого рода. Таким образом, если задать 

функции ),(1 tu )(2 tu , ….. )(tur
, удовлетворяющие неравенствам (8.2), то проинтегрировав 

систему дифференциальных уравнений (8.1) при заданных начальных условиях и 

управлениях, получим определенную траекторию, которой подчиняются выходные 

координаты. 

В качестве критерия качества рассматриваются интегральная оценка переходного 

процесса, расход энергии, максимальное отклонение, среднеквадратичная ошибка, 

вероятность пребывания систем в заданной области фазового пространства и т.п. 

Во многих практических случаях критерий качества выражается математически в виде 

интегрального функционала. 

  

 dtuuxxtfH rn

T

),...,.....,( 11

0

0 , (8.3) 

 

здесь 0f  некоторая известная функция многих переменных. 

Функционал H  называют критерием оптимальности. Таким образом, задачу синтеза 

оптимальной программы можно сформулировать математически следующим образом. 

Определить функции )().....(1 tutu r , при которых:  

1) функционал dtuuxxtfH rn

T

),...,.....,( 11

0

0
 принимает наименьшее возможное значение; 

2) справедливы ограничения: 
jrj Cuuu ),...,( 21  , ;,...2,1 rj   
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3) nxxx ,....., 21 соответствуют дифференциальным уравнениям: 

 

 ),...,,...,,( 11 rni
i uuxxtf

dt

dx
  , ni ,....2,1   

 

а также заданным начальным условиям ( 0t , 0011 )0(,........)0( nn xxxx  . ) 

выбранным управлениям )().....(1 tutu r  . 

4) 
iTi xTx )(  ;,....,1 ni   iTx  заданные постоянные. 

В случае стохастической формулировки задачи правые части системы 

дифференциальных уравнений (8.1) будут зпоследовательных приближений для решения 

сингулярно-возмущенных задач сеть от некоторого количества случайных функций; а также 

случайных величин, которые представляют случайные воздействия и случайные факторы, 

действующие на систему.  

Функционал качества при этом будет случайным не только потому, что его 

аналитические выражение будет содержать случайные функции, задающие величину 

функционала. Ограничения начальные и граничные условия будут иметь случайный характер, 

учитывая это, задача синтеза стохастического  

Управления допускает большое разнообразие формулировок. Рассмотрим одну из них 

к которой сводятся большое количество задач синтеза. 

 

1) Пусть система автоматического управления задается дифференциальными 

уравнениями следующего вида. 

 

 ),...,..,,...,,( 111 rmni
i uuzzxxtf

dt

dx
  , ni ,....2,1  (8.4) 

 0)( iii xtx  , 

 

Здесь ix выходные координаты системы; ju управления; kz случайные 

воздействия. 

Вероятностные характеристики kz задаются в форме моментов или законов 

распределения вероятностей; 0ix начальные условия; it некоторые заданные моменты 

времени, принадлежащие интервалу  Tt ,0
 if нелинейные функции, зпоследовательных 

приближений для решения сингулярно-возмущенных задач сящие от ),(tx  ),(tu  .t  

),(1 tu )(2 tu , ….. )(tur - будем считать принадлежащими классу кусочно-непрерывных 

ограниченных функций в интервале  Tt ,0  и удовлетворяющих системе ограничений: 

 

 
jrj Cuuut ),...,,( 21  , ;,...2,1 rj   (8.5) 

constC j   

2) Определен критерий оптимальности 
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 Система ограничений 

 

   0)),...,,...,,...,(( 111 rmnqq uuzzxxtM   (8.7) 

 

 Qq ,.....2,1 , 

Здесь  ....M  операция математического ожидания. q , характеристические 

функции. 

Учитывая сказанное выше, задачу синтеза оптимального стохастического алгоритма 

управления сформулируем следующим образом.  

Определить функции ),.....( 1 njj xxuU   nj ,....2,1  такие, чтобы критерий оптимальности 
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









 

T

t

dtfMH

0

0
  

 

Принимал наименьшее возможное значение, а также удовлетворялись ограничения 

(8.7) . Выходные координаты 
nxx ,...,1
 удовлетворяли систему дифференциальных уравнений 

(8.4), а также заданным на интервале  Tt ,0
 

условиям 
0)( iii xtx  , ni ,......2,1 . Управляющие функции, принимали значения из 

области управления. 

8.2. Сингулярно-возмущенные стохастические задачи оптимального управления 

Если при старших производных дифференциальных уравнений задачи оптимального 

управления имеется малый параметр, тогда эту задачу будем называть сингулярно – 

возмущенной. Рассмотрим линейную сингулярно – возмущенную стохастическую задачу 

оптимального управления. 
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pipk
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i ubzcxa
dt

dx




111

  , ni ,....2,1 , (8.8) 

000 )(, ii xtxtt  , ni ,....2,1 , 

iTi xTxTt  )(, , ni ,....2,1 . 

 

Здесь iTiijipik xxbca ,,,, 0  величины, являющиеся постоянными числами. 

Критерий оптимальности задан в следующем виде 

 

  )(
0


 VdtMH   , (8.9)  

 

где  
 


m

p

r

j
jjpp

n

i
ii udzKxV

1 1

22

1

2  , (8.10) 

 

здесь i , jd , pK  постоянные числа. Ограничения заданы в виде неравенств 

 
jj Cu   . (8.11) 

Для регуляризации задачи (8.8) - (8.11) применим метод Уизема  15 , для этого ix , pz  , 

ju  предстпоследовательных приближений для решения сингулярно-возмущенных задач м в 

виде асимптотических разложений по  . 
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 n
iniiii txtxtxtxtx  ),(.........),(),(),(),( 2

210  , (8.12) 

  

 n
iniiii tztztztztz  ),(.........),(),(),(),( 2

210  , (8.13) 

 

 n
iniiii tututututu  ),(.........),(),(),(),( 2

210  , (8.14) 

 

где  /)(tS , )(tS гладкая, ограниченная функция. Подстпоследовательных 

приближений для решения сингулярно-возмущенных задач м (8.12)-(8.14) в уравнение (8.8) и 

критерий оптимальности приравняем нулю коэффициенты при 
k , в результате получим 

рекуррентную систему стохастических задач оптимального управления. 
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Таким образом, сингулярно – возмущенную стохастическую задачу оптимального 

управления (8.4)-(8.7) можно регуляризовать методом Уизема (8.12)-(8.14). В результате 

получим рекуррентную последовательность регулярных стохастических задач оптимального 

управления. 

 Покажем, как в принципе можно решить задачу методом координатных функций [39].  
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Пусть имеем некоторую линейно – незпоследовательных приближений для решения 

сингулярно-возмущенных задач симую, кусочно – непрерывную ограниченную систему 

функций 

 

 )(,....,)(,)( 10  л , (8.16) 

 

Например полиномиальная: ...,.....,,,1 2 k  , или тригонометрическая: 

,..cos,sin,......,2cos,2sin,cos,sin,1  kk . Положим, что  
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Здесь jrj 010 ,........ некоторые постоянные коэффициенты. Подстпоследовательных 

приближений для решения сингулярно-возмущенных задачам (8.17) 

В систему дифференциальных уравнений, ограничений, а также критерий 

оптимальности, тогда задача синтеза оптимальной программы стохастической системы 

преобразуется в приближенную эквивалентную задачу выбора оптимальных значений 

параметров стохастической системы управления. 

Сформулируем задачу синтеза оптимальной программы стохастической системы. 

Определить значение коэффициентов, jrj 010 ,.......,  при которых функция  
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),.,,.,,..,(),..,,..,,..,( 0101100100001010010000   

принимает наибольшее значение и справедливы ограничения: 

 

 0),...,(),...,,( 010102010  rrsrs tuuut  , (8.18) 

 

 

   0,...,,....,,,...,,( 010010121 mrrnqq zzxxxtM  . (8.19) 

 
 Qq ,.....2,1  

 

Функции ,.., 02010 nxxx  удовлетворяют системе дифференциальных уравнений 

 

 0100101210

0 ,...,,....,,,...,,( mrrni
i zzxxxtf

d

dx
s 


  (8.20) 

  

 00 )( iii xx  , ni ,...2,1 . 

 

Таким образом, можно определить решение первой, второй, и т.д. задачи системы 

(8.15).  

Выше показано, как, применяя асимптотические методы (метод Уизема), сингулярно 

возмущенная стохастическая задача оптимального управления регуляризуется, т.е. 
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приводится к системе регулярных рекуррентных уравнений. Решение данной системы 

эквивалентно решению исходной задачи оптимального управления. 
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Глава 9. Методы математического моделирования и управления 

многофазовыми технологическими процессами производства 

полупроводников 

9.1. Математические методы 

Предложена математическая модель электролиза полупроводников (арсенида галлия). 

Работа содержит аналитические решения математических уравнений, описывающих процесс 

электролиза полупроводников и теорию управления процессом 

 

 В настоящее время широко практикуется получение полупроводниковых пленок, 

путем электролиза растворов солей полупроводников, например: As , Ga . 

 В связи с этим весьма актуально изучение химической кинетики данных процессов, 

теории и методов ее управления.  38  

 Процессы электролиза в данном случае происходят в больших диффузионных 

системах, поведение, которых в достаточно общем случае описывается системой 

кинетических уравнений:  

 

 ,0),,,,,( 2 



uVVxtL

t

V
xxx

 (9.1) 

 

где  ),....,( 21 kVVVV  кинетические переменные, ),......,( 21 nxxxx фазовые переменные, 

 ),.....,( 21 puuuu  параметры управления. ,, UUuGGx   x градиент по x . 

 Наряду с уравнением (9.1), рассматривается набор функционалов качества 

кинетической системы:  

 

),.......,( 21 lJJJJ  , где ),,( uxtJJ ll  , (9.2) 

 

Задача оптимального управления стпоследовательных приближений для решения 

сингулярно-возмущенных задач тся следующим образом.  

 Среди решений V системы (9.1) и допустимых управлений  UUu найти такие, 

которые доставляют экстремум функционалам (9.2). 

 Далее, покажем, как можно постпоследовательных приближений для решения 

сингулярно-возмущенных задач ть задачу оптимального управления производственной 

системой электролиза солей As , и Ga . 

 Пусть имеем раствор солей данных элементов. На катоде идут следующие хи 

мические реакции:  

 

  

 

Катод 
(9.3) 

As3++3e→As Ga3++3e→Ga 

 

Математическую модель, соответствующую химическим реакциям (3) можно записать 

следующим образом. 

Если ),,,(0 tzyx  – потенциал электрического поля в электролитической ванне при 

отсутствии внешнего напряжения между анодом и катодом, тогда уравнение, задающее 0  

будет иметь следующий вид [38]: 
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 )(),,(
00
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2
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F

kT

F

ee
d

FC
zyxa

t





 





 (9.4) 

 

где  
KA ГГ 00  – значение потенциала, создаваемого ионами на границе 

электродов  

 – коэффициент самоиндукции,  

C  – коэффициент емкости,  

С – концентрация раствора электролита,  

F – число Фарадея,  

k – газовая постоянная,  

Т – абсолютная температура,  

d – диэлектрическая проницаемость.  

Учитывая, что выражения (9.3) представляют собой химические реакции первого 

порядка, а также при наличии диффузии, кинетическое уравнение, описывающее изменение 

концентрации данных процессов будет выглядеть следующим образом: 

 

kCdivC
t

С





   (9.5) 

 

где   – коэффициент диффузии, k – скорость химической реакции, которая 

определяется из уравнения Аррениуса : 

 

2

ln

kT

E

dT

kd a  (9.6) 

 

здесь Ea – энергия активации химического процесса. 

Будем, далее считать, что 
7

pH
Ea  , где рН – водородный показатель. Уравнение (9.4) 

можно привести к следующему виду: 

 

ShI
dkT

CF
Ia

t

I 2
2

2

2 8





 (9.7) 

 

здесь r
r

ii
kT

rF
I ,, 0  – сопротивление электролита. 

 

 В таком случае, математическую модель, описывающую технологический процесс 

производства (электролиза) As или Ga можно записать в виде смешанной краевой задачи: 

 




























kT
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k

kCC
t

C

ShI
kdT

CF
Ia

t

I

7
ln

8

2
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2

2

2





 

 

 

(9.8) 
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Граничные условия: 

 

























),,,(,0,0 tzyx
Гn

C

Гn

I

kT

F

Г
I

Г
I

BB

KA





 
(9.9) 

(9.10) 

 

где ),,,( tzyx   – некоторая функция ),,,( tzyx , n – нормаль к поверхности ванны. 

Начальные условия: 

 




























t

i

kT

rF

tt

I

C
t

Ci
kT

rF

t
I

0

00

0

0
,

0  
(9.11) 

(9.12) 

 

Если решить смешанную краевую задачу (9.6 -9.12) можно определить массу 

полупроводниковой пленки, осевшей на катоде за время t, применяя закон Фарадея 

 



t

dtti
kT

KrF
tm

0

)()(  (9.13) 

 

Далее, рассмотрим кинетику реакций при электроосаждении металлов на твердых 

электродах. При включении тока первые ионы будут разряжаться на определенных, 

энергетически наиболее выгодных точках поверхности и образовывать кристаллические 

зародыши металла. Данные зародыши будут состоять из небольшого числа атомов, которые 

расположены в одной плоскости (двумерные зародыши), либо наслоенных друг на друга 

(трехмерные зародыши). Толщина двумерного зародыша равна диаметру атома, а 

трехмерного – нескольким диаметрам . 

 Дальнейший рост катодного осадка может происходить следующим образом. Ион, 

попадая на поверхность, первоначально адсорбирует (ад-ион). Далее, этот ион диффундирует 

на поверхность катода к точке кристаллической решетки, где он разряжается. Или же разряд 

осуществляется на любой точке поверхности твердого электрода и образуется 

адсорбированный атом (ад-атом), который диффундирует по поверхности и внедряется в 

кристаллическую решетку. 

Рост катодного осадка зпоследовательных приближений для решения сингулярно-

возмущенных задач сит от разрастания двухмерных зародышей по поверхности, (в ширину) и 

определяется ростом трехмерных зародышей (в высоту). При разрастании двухмерных 

зародышей, поверхность катода покрывается моноатомным слоем осаждаемого металла. 

После этого возникает новый моноатомный слой с новыми двухмерными зародышами. 

Отмеченный механизм роста пленки на поверхности катода наиболее вероятен, когда данная 

поверхность гладкая, без дефектов (кристаллической решетки). 

 Чем меньше плотность тока, тем меньше образуется на поверхности катода 

двухмерных зародышей. Если плотность тока достаточно мала, возможно, в принципе, 

возникновение только одного двухмерного зародыша, который затем может распространяться 

по всей поверхности катода.  

Когда же плотность тока возрастает, происходит возрастание ад-ионов, соответственно 

число двухмерных ионов также возрастает. Вероятность появления зародышей W можно 

определить по формуле Больцмана 
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kT

A

keW


 , 

 

здесь k – нормирующий множитель, А – работа образования зародыша, которую 

определяют из соотношения Томпсона для двухмерного зародыша 

 

r

S

a

a
kT 2)ln( 


, 

 

где аиa   – активности ад-ионов под током, при равновесном потенциале,   – 

краевое натяжение, S – поверхность, занимаемая одним молем вещества, r - радиус зародыша. 

 Плотность тока можно получить из формулы Больцмана 

kT

A

eii


 , 

 

где i  – плотность тока при А = 0. 

Рост кристаллического осадка на поверхности металла той же природы сопровождается 

появление различных морфологических типов структур. 

 Так основными из них являются: слоистые, блочные, пирамидальные и складчатые, в 

соответствии  с рисунком .9.1  

 

 
а) б) в) 

Рисунок 9.1 – Типы осадков при электролизе на катоде а) – слоистый, б) – блочный, в) 

– пирамидальный.  

 

При осаждении поликристаллических осадков на чужеродную основу происходит 

возникновение трехмерных зародышей 

 Учитывая, сделанные выше, качественные замечания по поводу характера строения 

осадка на катоде, перейдем к определению решений, полученной нами смешанной краевой 

задачи. 

 Смешанная краевая задача (9.6 –9.12) имеет неосциллирующие начальные данные 

(11,12). Согласно теореме 2.1 стр.37  15  у этой задачи существует осциллирующее 

асимптотическое решение вида: 

 

),,,,,
),(

( 


tzyx
txS

YI NN   (9.14) 





N

j
j

j
N tzyxYtzyxY

0

),,,,,(),,,,,(    (9.15) 

 

jYS ,  – гладкие вещественно-значные функции, ),,,,,( tzyxYj   – периодичны по 

первому аргументу с периодом незпоследовательных приближений для решения сингулярно-

возмущенных задач сящим от ),,,( tzyx . Период ),,,,(0 tzyxY   равен 2 . Положим в 

уравнении (9.7) 


S
a

dkT

CF
 


,1,

81 2

2
, тогда согласно  15  будем иметь:  
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Пусть  
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YI   (9.17) 
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  (9.18) 

EcheE E  )(,)(2

2 
 (9.19) 

 

где SE ,2  определяются из следующей системы уравнений 
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где  

)
1

1
(

)1(
),,,,(

2

2
2

2
2

2

2









E

E
E

E
tzyxEm


, 

(9.22) 

2
2 0

,
0

,0
0

e
t

Em
t

S
t

S t 






 ,  

 

 

(9.23) 
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(9.24) 

 – функция Римана  15 , многофазовые асимптотические решения задачи (9.6 – 

9.12). 

 Построенный класс асимптотических решений вида ),,,,( tzyx
S

YI


 , которые мы 

рассмотрели, выше является частным. Такие однофазовые решения существуют, например, 

при достаточно малых t. В некоторый критический момент времени в технологических 

процессах получения мышьяка и галлия происходит переход к многофазовым состояниям. 

Далее, мы покажем, что за критическими временами решение представляет собой нелинейную 

суперпозицию вида: 

 

),,,,,,...,,( 21 


tzyx
SSS

YI e  (9.25) 
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где ),,,,,...,,( 21 tzyxY e  – гладкая функция своих аргументов, 2  – 

периодическая по аргументам ),,,(,),...,,( 21 tzyxSee   – гладкие вещественно-

значные функции. Формула (9.25) определяет асимптотические решения вне окрестности 

фокальных точек. Далее, рассмотрим в качестве примера эталонное уравнение для функций 

)2(),,,,,( 210  etzyxYI  , отвечающее одномерному уравнению Sine-Гордона с 

переменными коэффициентами 

 

0sin)(
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U
xx  (9.26) 

 

Эталонное уравнение в обозначениях 
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будет иметь вид 
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 (9.27) 

 

Далее, сделаем замену переменных 2,1,)(),(  jUV jjjj   в уравнении (9.27), 

тогда в новых переменных данное уравнение запишется в следующей форме 

 

 

 0sin  WWW   (9.28) 

  

где ),( W  есть функция I0 в переменных  , . Таким образом, задача нахождения 

периодических решений эталонного уравнения эквивалентно задаче нахождения условно-

периодических решений некоторого уравнения частных производных с постоянными 

коэффициентами (28). Решения данного уравнения впервые были найдены С.П. Новиковым 

[18], В.А. Дубровиным, В.Б. Матвеевым и др. . 

 Таким образом, в некоторый критический момент времени технологический процесс 

осаждения полупроводников 53BA  из электролита может иметь двухфазовый (многофазовый) 

характер. Это означает, что получаемая на катоде полупроводниковая пленка будет иметь 

слоистый характер. 
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Рисунок 9.2 – Процесс осаждения 1) , 2) – многофазовый, 3) – однофазовый 

9.2. Математическое моделирование технологических процессов производства 

полупроводников 

Запишем уравнение для потенциала ),,,( zyxtuu  во всей гальванической ванне. Это 

уравнение будет иметь следующий вид: 
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Разложим в ряд Тейлора коэффициенты данного уравнения 
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Или 
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Положим ...),,(),,(),,(),,,( 2
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φ1, φ2 
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φ1, φ2, 

φ3 
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φ1, φ2, φ3 – слои полупроводникового 

осадка, различной плотности 

 

Многофазовый процесс осаждения 

К 

Однофазовый процесс осаждения 
) ) 
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Положим, что 
2

2

2

2

2

2

32 ,0,0
zyx

uu xyz













 , 

 

...,)(:

...)(:

101

2

1

00

2

0

0





uubChuauz

ubShuauz

xy

xy




 (9.33) 

 

Тогда, учитывая что: 
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Данное уравнение описывает прикатодного изменения потенциала ...10  zuuu  

Учитывая, что i
RT

rF
Irui  ,/ , где r – сопротивление электролита, систему 

уравнений (9.34) можно привести к следующему виду: 
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 (9.36) 

 

 ...,... 1010  zCCCzIII  ( 9.37) 

 

Система (10.8) описывает поведения процессов осаждения непосредственно на катоде.  

9.3. Построение одно фазовых быстро осциллирующих решений 

Положим в первом уравнении системы (9.36)  
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Учитывая [9.29] получим 
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Решение этого уравнения будем искать в следующем виде: 
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и SE ,2
 – определяются из следующей системы уравнений: 
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 (9.45) 

 

 -функция Римана (9.46) 

9.4. Многофазовые прикатодные решения 

Многофазовые решения существуют при достаточно малых t (критическое время). 

Покажем, что за критическим временем решение будет представлять собой линейную 

суперпозицию следующего вида: 

 

 ),,,,,,...,,( 21 


tzyx
SSS

YI e  (9.47)  

 

Здесь ),,,,,...,,( 21 tzyxY e  – некоторая гладкая функция своих аргументов. Эта функция 

2π – периодическая по аргументам ),...,,( 21 e  , где ),,,( tzyxSe  – гладкие вещественнозначные 

функции. Формула (9.47) задает асимптотические решения вне окрестности фокальных точек. 

Далее положим l = 2, тогда ),,,,,( 210 tzyxYI   – решение, отвечающее одномерному уравнению 

типа Sine-Гордона с переменными коэффициентами 
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Соответствующее эталонное уравнение в обозначениях 2,1,,
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будет иметь следующий вид: 
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Произведем в последних уравнениях следующую замену переменных: 

 

2,1,)(),(  jUV jjjj   (9.50) 

 

тогда уравнение (9.49) запишется так 

 

 0)sin(  WWW   (9.51)  

 

Здесь ),( W  - есть функция 0I  в новых переменных  , . Следовательно, задача 

нахождения периодических решений эталонного уравнения будет эквивалентна задаче 

определения условно-периодических решений некоторого уравнения в частных производных 

с постоянными коэффициентами (9.52). Решение подобного уравнения впервые были найдены 

Новиковым С.П. [18]. 
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